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前 言 


数学 大 花园 里 , 几 柯 是 最 美丽 的 部 分 、 我 们 从 平面 几 柯 
中 失 取 几 菏 小花 , 供 大 家 欣赏 ,其 中 有 我 们 近期 遂 到 的 问题 ， 
也 有 著名 的 经 典 结果 ， 

和 谷 节 之 间 没 有 特别 紧密 的 联系 .内容 较 为 接近 的 , 归 入 一 
章 . 本 来 没有 章 书 ,后 来 写 了 两 首 焉 诗 , 权 当 意 名 .一 首 是 ; 


“数学 花园 大 ， 
几 柯 算 一 家 . 
春日 兴致 好 ， 
请 来 看 小 花 .” 
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(一 ) 数学 花园 大 


1， 帕 善 斯 定理 


数学 ,是 一 门 博 太 精 深 的 学 问 . 学 习 它 的 最 好 方法 是 自己 
去 发 现 它 . 

很 包 几 何 定 理 , 可 能 就 是 在 随便 画 画 当中 产生 的 . 

如 果 你 有 直 尺 ,随意 画 商 条 直线 ,lt 图 1). 然后 在 本, 
上 轮流 地 各 取 3 个 点 ， 即 4 ,A ,4s 有 种 A 
在 琅 上 54444s 在 1 上 .这 六 个 h 
圳 构成 一 个 自 肖 相交 的 六 边 形 ‘ 闭 
折线 ), 即 如 图 连接 A;A;, A:A,， 
Asdis Adss AsAsrAsdi. ddas 与“ 人 
4414 相交 于 口 , 我 们 简 记 作 

AiA;s 门 AAs=D. 

同样 . 4:4: 门 454。 一 五 ，43:44 门 444: 一 已 . 

如 ,二 ,FF 三 点 的 位 置 有 什么 特点 ? 

它们 人 秽 孕 在 一 条 直线 上 . 用 直 尺 比划 一 下 ,果真 如 此 1 

这 是 偶然 的 吗 ? 

如 果 你 再 画 一 个 图 ,情况 仍然 如 此 . 于 是 你 就 发 现 了 一 个 
定理 : 

定理 在 直 贱 同上 储 取 三 点 di di，4s， 在 直线 1, 上 任 
取 三 点 4 A, 4 ALA; [| ALA: = DD, 总 oA 六 .4454 一 盛 ， 
三 : 


起 2 rp 
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不 过 这 一 定理 早已 有 人 发 现 过 . 它 称 为 帆 普 斯 (Pappus) 
定理 . 帕 普 斯 是 公元 3 世纪 时 希腊 的 数学 家 ， 

虽然 你 发 现 的 定理 早已 有 人 人 发现, 不 必 为 此 浊 背 , 我 国 大 
数学 家 华罗庚 在 自学 的 过 程 中 就 常常 重复 别人 的 发 现 ( 如 复 
变 函 数 中 的 柯 西 定理 ). 他 觉得 自己 能 独立 发 现 这 些 定理 , 正 
说 明 自 己 与 历史 上 著名 的 数学 家 有 同样 的 水 平 ,因而 对 前 途 
充满 了 信心 . 

从 本 节 至 第 上 节 , 我 们 将 介绍 三 个 几何 定理 ( 帕 普 斯 定理 
是 第 一 个 ). 这 些 定理 是 著名 的 ,因此 学 习 上 几何 的 人 都 应 当知 
道 . 这 些 定理 是 优美 的 ,我 们 应 当 密 加 欣赏 . 这 些 定理 有 不 少 
应 用 ,但 在 中 学 阶段 (包括 数学 竞赛 ) 却 很 少 用 到 ,不 过 ,如 果 
能 够 用 上 ,问题 过半 迎刃而解 (这 就 好 像 核 武 颖 , 包 乎 误 不 上 
用 场 , 但 二 战 末 期 偶尔 一 用 ,日 本 抵 子 就 举 手 投 降 了 ). 这 些 定 
理 的 证 明 往 往 都 不 容易 ,但 在 有 关 书 中 不 难 查 到 . 所 以 这 里 我 
们 也 不 急于 给 出 证 明 . 不 过 ， i li 
节 , 也 会 授 出 一 稳 证 明 . 


2. 钠 斯 卡 定理 


“人 只 不 过 是 一 根 革 草 。 是 自 樵 界 最 和 芳 器 的 来 

再 ;但 他 是 一 报 能 思想 的 苇 草 ,我们 全 部 的 兽 严 就 在 

于 思想 ， 由 于 思想 ， A A 
计 址 "” 

一 一 帕斯卡 ¢ 思 想 录 》 


人 2), 在 园 上 任职 闪 起 A ds， PP 5 
di 设 ALA: 门 AAs 下 DD Ardis 们 AsAs 二 忆 ， 站 AA = ， 


中 
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别 有 

,EF 三 点 共 线 . 

类似 的 结论 ,对 于 梢 圆 、 驭 曲 
线 . 扼 物 线 也 同 厦 成立 . 而 在 双 曲 
线 虹 化 成 两 茶 相 交 直 线 ( 或 抛物 
线 赔 化 成 两 条 平行 直线 ) 时 ,上 述 
结论 就 变 成 帕 普 斯 定理 . 

于 是 ,我 们 有 如 下 定理 : 

定理 “如果 一 个 去 边 形 内 接 图 2 
于 一 条 二 类 时 和 绕 ( 桶 图、 至 晶 线 , 扫 物 线 ); 那 汉 它 的 三 对 对 边 
的 交 志 在 同 一 策 直 线 上 . 

这 一 定理 称 为 帕斯卡 定理 . 

布 匠 斯 。 帕斯卡 (1623. 6. 19 一 1662. 8. 19) ,有 是 一 位 天 才 . 
在 16 岁 左 右 ( 约 1639 年 ) 就 发 理 了 上 述 定理 . 

帆 括 卡 是 概率 论 的 莫 菇 人 人 之 一 .他 18 岁 时 ,发 明 并 制造 
了 历史 上 第 一 架 计 算 机 , 25 岁 太 右 ;发 现 了 物理 学 中 关于 被 
压 竺 弟 的 蛤 斯 卡 原 理 . 他 还 是 一 位 杰出 的 文学 家 ,他 的 思想 
录 》# 与 & 致 外 省 人 的 从 # 荐 法 国文 学 的 宝藏 . 但 从 31 岁 起 ,他 的 
主要 精力 用 于 神学 , 议 俩 于 宗教 狂热 之 中 . 

有 芷 斯 卡 定理 中 的 六 边 形 ， 可 以 是 图 2 中 自身 相交 的 六 边 
形 , 也 可 雇 是 押 3 中 的 常山 的 简单 多 边 形 . 

帕斯卡 定理 有 种 种 特殊 的 情况 . 例如 4, 与 4A; 重合 ,4， 
与 A; 重合 ,就 得 到 《图 4); 

国内 接 丰 边 形 444454A4ds 对 边 A1As，Asd, 的 交点 下 ,A， 
处 切线 与 44 的 交点 品 ,As 外 雪线 与 4i4 的 变 点 五 ,三 此 
共 线 . 

期 时 加 3 中 加 | 坪 .A4; 症 台 ，4， 与 此, 重合 呈 5 与 4 重 


sn 
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合 , 就 得 到 ( 峡 5) ， Di 
绵 内 接 三 角形 ,每 一 项 下 处 后 切 起 与 寻 霄 的 实 点 ,过 三 吉 
共 线 ， 
?0 年 和 做 , 久 内 兽 有 入 在 杂志 上 发 表 了 一 些 " 新 "定理 , 议 
为 是 前 贤 所 未 站 发 更 的 ”其 实 都 是 址 斯 卡 定 悍 的 特殊 情 


搞 。， 1 
3. 无 宅 远 眠 
“数学 的 统一 性 及 依 童 性 都 是 袖 为 重要 的 , 因为 
”教学 的 自 担 , 识 是 用 悄 单 而 基本 的 词 下 去 总 可 能 几 
上 对 
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地 解严 世界 . 归根 策 斌 ,数学 仍然 是 人 人 类 的 活动 而 不 
基 计 算 机 的 程序 . 如 梁 我 们 积 票 起 来 的 经 验 要 一 代 
一 化 传 下 去 的 话 . 我 们 就 澳 须 不 断 地 和 礁 力 地 把 它们 
加 以 简化 和 统一 ,” 

一 -M， 阿 蒂 亚 & 数 学 的 统一 性 》 


清 必 ,一 东阳 光照 进 了 教室 ， 

光线 是 平行 的 ,但 它们 来 自 于 同一 个 光源 一 一 本 阳 , 也 就 
是 它们 相交 于 局 一 点 5 太阳》 

当然 ,太阳 并 不 是 几何 学 中 的 届 有 形状 太 水 ,只 有 位 置 的 
点 , 党 钱 也 不 是 严格 意 习 下 的 平行 直 饶 . 但 与 日 .地 之 间 的 距 
离 相 比 , 太 了 的 半径 显得 很 小 ,可 以 将 太 则 当 作 一 个 点 , 并 且 ， 
可 以 说 平行 直线 相 迹 于 无 穷 远 点 - 

通常 凡生 中 ,平面 上 的 两 条 直线 或 者 相 六 ,或 者 平行 . 引 
和 人 无 穷 远 点 ,就 可 以 将 这 两 种 说 法 统一 起 来 ; 

平面 上 任意 两 条 直线 有 且 仅 有 一 个 京 点 ， 

如 果 交 点 是 无 穷 远 点 ,那么 两 条 直线 就 是 平行 直线 ， 

通常 还 约定 : 

一 组 平行 线 ( 一 东兴 线 ? 相 区 于 同一 个 无 穷 远 点 . 另 一 组 
平行 线 , 相 辫 于 另 一 个 无 穷 远 点 . 过 两 个 无 劣 远 点 的 直线 称 为 
无 穷 远 线 ,所 有 的 无 穷 远 点 都 在 这 条 无 穷 远 线 上 ， 

引进 无 穷 远 点 带 来 许 密 便利 . 例如 在 帕斯卡 定理 中 ,如果 
和 边 44sA AAs; 那 么 图 3 中 的 五 就 是 无 穷 远 点 ,这 时 帕斯卡 
定理 仍然 成 立 , 其 中 直线 天 玉 过 无 穷 远 点 万 .也 就 是 EF 
44:. 如 果 不 用 无 穷 远 点 ,就 需 双 将 这 些 < 例 外 ”情况 一 一 列 
出 ,和 弄 得 支离破碎 ,十 分 过 味 . 而 有 了 了 无穷 远 点 ,全 可 以 统一 成 
一 种 令 述 ,期 上 节 的 由 斯 卡 定 理 . 
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4. 第 沙 格 定理 


妇 果 上 44:4: 与 六 Bi1BeBs 的 对 应 顶点 的 连 线 A1Bl， 
扩 2Bi，ABs 奖 于 同一 点 个 那么 对 应 达 的 交点 必定 共 线 ， 
妈 : 设 六 Ai 与 BiB; 妆 于 Cl Aid 与 BB 交 于 CC AA; 
与 Bi1B; 要 于 ;网 局 Cis Ca 三 点 共 线 ( 围 8). 

这 个 定理 称 为 汞 沙 格 (Desar- 
gues) 定 理 . 

定理 中 的 口 点 称 为 得 视 中 心 ， 
处 于 定理 所 说 位 置 的 入 4 44: 与 
入 BFB:Ba 称 为 租 视 的 . 

笛 沙 格 定 理 在 证 明 三 点 共 线 时 
很 有 用 处 (如 第 75 节 ), 它 的 证 明 很 
几 ,本 书 将 在 第 94 节 给 出 一 个 证 明 . 

笛 永 格 定 理 的 闭 也 是 正确 的 . 
即 : ee 

如果 六 4 六 品 呈 至 的 对 应 边 的 京 点 CC 共 
线 , 环 各 这 两 小 三 角形 是 租 袖 的 ， 

笛 沙 格 定 理 的 道 可 以 用 厨 一 法 来 证 . 但 和 更 简单 的 办 法 是 
福 意 和 4BiC3 与 和 4:BsC 它们 是 透视 的 ,和 导 视 中 心 是 避 :， 
了 因而 根据 笛 沙 格 定理 ,对 冰 边 的 交点 4: ,2 及 4 与 A;B， 
的 交点 口 :三 点 共 线 , 换 句 话说 ,445 4:B:,4:B: 三 线 共 点 ， 
人 .44z4a 与 六 BBB, 是 透视 的 . 


四 
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(二 ) 几何 算 一 家 


5. 对 称 


几 柯 学 是 优美 的 . 对 称 , 就 是 一 种 美 . 


一 回程 紧 直 位 置 角 直径 向 右 移 a 悍 米 ,水 平 直 径 向 上 各 
靖 蛛 米 . 这 两 条 直线 将 图 分 虑 四 份 .考虑 秘 


大 一 份 与 最 小 一 份 的 面积 之 和 及 其 地 两 /mn 从 


部 分 面积 的 和 . 求 这 了 两 个 和 的 差 . 
电 然 左下 的 一 扮 最 大 ,右上 的 一 份 最 

小 ， 
为 了 计算 着 ,最 好 利用 对 称 ， 
从 I 中 去 掉 一 块 等 于 UI, 从 IY 中 去 

掉 一 块 等 于 [I. 这样 只 需 计算 V 比 V1 大 多 少 ， 


A A 


图 8 图 9 


下 从 VW 中 去 掉 一 块 等 于 VI, 剩 下 一 个 长 齐 形 ,长 为 2a， 
宽 为 ,面积 为 


20 XK 2p = dab, 
即 所 求 的 疾 为 4ab. 
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6 多么 奇妙 的 一 颗 星 


你 打 过 弹子 球 ( 台 球 )? 哎 ? 

即 梧 自己 没有 打 过 ,多 半 也 看 过 别人 人 打 人 台球 . 电视 里 也 常 
有 台球 比赛 的 实况 转播 . 

台球 的 原理 是 反射 定律 , 即 当 球 击 到 球 食 的 边缘 时 , 球 按 照 

“ 反 封 角 等 于 入 射 角 ” 

的 规律 而 反弹 ,如 图 10 所 示 ， 

图 中 与 桌 锣 鲁 直 的 虚线 称 为 法 线 . 人 射线 与 法 经 的 夹 间 
“a 称 为 入 射 肯 ;反射 线 与 法 线 的 夹 角 ， 
有 称 为 反射 角 . 

道理 虽然 简单 ,运用 起 来 却 不 
容易 . 一 外 高手 可 以 打出 许 客 花 样 ， 
得 出 意料 不 到 的 效果 . 球 的 轨迹 可 
以 形成 美 高 的 曲线 ,例如 正三 角形 、 10 
五 角 星 等 等 . 台湾 一 位 小 说 家 夏 烈 在 他 的 短篇 省 著 { 儿 和 公 麻 外 
的 一 双星? 中 ,有 通过 一 位 台球 商 手 的 两 次 击 球 写 出 了 人 生 的 襄 
味 《 他 还 写 过 一 个 验 委 大 日 的 短篇 & 白 门 # 夏 烈 先生 的 母亲 就 
是 写 # 城 南 旧 事 ? 的 林海 音 女 士 )， 

通常 的 台球 桌 是 长 方形 的 . 现在 (请 设想 一 下 ) 有 一 个 正 
三 角形 的 会 球 纹 ,. 一 位 台球 高 手 讨 兆 说 : 

ed 沿 三 个 不 周 方 
向 通 这 同一 上 志 , 然 后 酌 到 出 发 点 .” ， 

这 位 选手 说 的 事情 能 和 否 发 生 ? 他 有 没有 说 牛 ? 

如 果 这 件 事 不 可 能 发 生 , 守 半 泌 用 反 证 法 来 证 明 ( 和 假定 这 
件 事 发 生 , 如 何如 何 , 最 后 导出 矛盾 ), 如 果 这 件 事 可 能 发 生 ， 


二 抽 瑟 


用 
n 
1 
| 
i 
t 


月 | 
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多 半 用 构造 法 , 即 举 出 一 个 实例 . 

问题 是 事先 不 知道 管 案 ,需要 判断 究竟 是 能 还 是 不 能 . 

判断 只 有 依靠 经 验 与 实 贱 ， 

如 果 你 恰好 知道 有 一 个 这 样 的 图 形 ,那么 问题 便 迎 丸 而 
解 . 咨 则 只 能 反复 尝试 ,看 看 能 咨 构 造 出 一 个 符合 要 求 的 图 
形 . 如 果 怎 么 也 造 不 出 ,那么 或 许 要 用 反 证 法 证 明 这 样 的 图 形 
不 存在 . 如 果 无 法 用 反 证 法 特定 这 种 图 形 的 存在 ,那么 或 许 这 
种 图 形 是 存在 的 ,再 党 试 构 计 符 合 要 求 的 图 形 , 这 样 试 来 试 
去 ,经 过 多 次 失败 ,最 给 会 取得 成 功 ， 

很 可 能 一 位 小 学 生 或 初中 生 , 会 比 年 龄 大 的 人 先 获得 成 
功 , 如 果 他 或 她 有 很 好 的 数学 感觉 . 

管 案 是 这 种 图 形 是 存在 的 . 请 再 努力 构造 一 于 ,然后 再 看 
下 面 的 图 11. 


图 1i1 
7. 面积 问题 (一 》 


如 图 12, 正 方形 这 长 为 10, 一 条 甘 为 9 的 线段 AB, 端 点 
在 这 正方 形 指 隔 素 郝 过 上 .在 4 下 面 3 处 作 水 平 屿 ,在 百 去 
面 2 处 作 各 直线 ， 捍 到 加,, 求 四 边 形 4BCD 的 面积 ， 
这 是 一 遵 日 本 小 学 算数 奥 林 匹 宽 的 问题 . 小 学 生 可 以 做 ， 
担 高 中 生 却 也 未 必 做 得 好 . 
.3 可 要 拒 癌 题 想 得 过 于 复杂 ,不 要 引用 过 财 的 知 襄 [全 如 各 


"站 
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Wr 


区 12 
股 定理 ). 
小 学 生 不 会 犯 引 用 过 多 知识 的 错误 ， 他们 所 能 利用 的 只 
是 面积 割 补 ; 击 这 也 就 足 吉 了 .、 | 
如 图 13, 由 于 矩形 被 对 角 线 分 成 两 个 面积 相等 的 三 角 
形 ,所 以 两 小 工 相 等 ,两 个 开 相等 ,两 个 II, 两 个 IV 世 都 分 别 


相等 . 四 边 形 4BCD 比 正 方形 的 其 余部 分 多 出 一 个 矩形 的 面 
积 . 这 个 矩形 ,其 长 . 宽 分 别 为 3,2, 所 以 面积 是 
3 =6. 中 十 了 
(100 十 的 二 2 一 53: 人 
秀一 种 解法 (初中 学生 党 人 
会 求 用 ) 是 设 未 知 数 ， 
》, 则 其 他 线 身 BF 等 可 用 或 iy 着 
y 的 代数 式 表 出 ,从 而 正方形 图 
去 掉 面 边 形 4BCD 后 ,所 得 四 个 三 角形 的 面积 和 是 
+ 3— AB Dy OD 
经 对 非 简 , 式 中 舍 二 吉 y 的 项 全 部 抵消, 结果 是 一 个 常数 47 
* 半价 = 


从 击 四 边 形 4BCDP 的 面积 是 于 一 
如 图 14, 设 AF=—x,FEB= 
[zy 二 (一 C10 一 "9 
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= 地 (13X8+2X10—3X10) . 


具 而 四 述 形 ABCD 的 而 积 是 
1]00—47 = 53. 
有 趣 的 基 呈 实际 上 是 与 x,y 无关 的 常数 ,所 以 并 不 需要 
列 方 程 , 消 去 未 知 数 ( 未 知 数 已 经 自动 消去 )， 
垦 果 尖 填 空 题 , 还 有 一 种 猜 答 
案 的 方法 , 即 假 定 B 是 正方 撒 的 项 ， 
点 :如 图 15 所 示 . 本 
这 时 易 算 出 去 挤 四 边 形 ABCD 
后 ,所 得 三 个 三 角形 的 面积 和 是 


于 (10X6 十 4X8 十 2X1) 一 47， 


从 而 四 边 形 4B8CD 的 而 积 是 
100—47=—53. 
”这 种 解法 的 优点 是 借助 于 特殊 情况 ,很 快 求 出 一 个 解 . 在 
答案 是 唯一 时 ,有 了 一 个 解 记 就 有 了 全 部 第 . 缺点 是 这 种 解法 
并 非 证 明 不 论 4AB 位 置 如 何 ,答案 都 是 一 个 . 如 果 有 两 个 或 更 
多 个 解 , 那 么 结论 就 不 完整 了 . 
应 该 说 ,第 一 种 解法 是 简单 . 当然 ,简单 并 不 意味 容易 想到 
本 题 的 结果 实际 上 与 AB 的 长 ,以 及 AB 的 做 射程 度 无 关 . 


8， 面积 问题 (二) 


加 图 .16, 两 个 斑 长 相等 的 正方 形 各 被 分 虑 25 个 大 小 相 
辕 移 小 方 烙 , 现 将 这 两 个 让 齐 形 的 一 部 分 重要 起 来 , 鞍 左 上 负 
的 阴影 部 分 (点 状 ) 面 积 为 5. 12cm?, 人 
状 7 醒 积 为 -7. 4em3, 求 浆 在 态 型 胸 面 积 . ee 


图 5 
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本 上 题 如 没有 正确 的 方法 ;不仅 
十 分 坏 手 ,而 且 宕 半 得 不 出 管 案 ， 

设 点 状 而 积 为 4, 线 状 面积 为 
8, 在 这 两 部 分 之 间 的 而 积 为 C, 则 
AA 心 共有 14( 不 包括 被 B 办 住 的 、 
右 下 的 那 一 个 ) 方 烙 . 而 B,C 共有 
17( 二 18 一 1 个 方 格 ( 同 样 不 包括 右 
于 的 那 一 个 方 格 )， 

因此 ,一 个 方 格 的 面积 是 图 16 

(7.4—5.12) (017—14)=0.786(Ccm’), 
太 正 方形 的 面积 是 
Q. 76X 5 =19cm’i). 

本题 是 第 六 届 上 海 “ 从 小 爱 数 学 ”六 请 赛 的 试题 ,由 上 海 
钟 建 国 老师 提供 . 

“从 小 爱 数 学 ?是 小 学 高 年 级 学 生 的 竞赛 ,但 这 道 题 却 未 
必 每 个 高 中 学 生 都 能 做 好 ,可 见 从 小 培养 对 数学 的 兴趣 , 感 
觉 , 是 一 件 非 常 重要 的 事 . 


9.， 中心 对 称 


好 亲 17, 设 站 为 八 4BC 的 过 BC 的 中 皮 ， 巨 , 疡 分别 在 
CAB 上 .证明 ; 


Saper HS aan- © 
本 题 不 算 很 难 ,证 法 也 很 多 - 应 当 寻 
找 尽 可 能 简单 的 证 法 . 


我 们 利用 中 心 对 称 ( 杂 件 “DD 是 BC 图 17 
4 下 说 所 
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的 中 点 ”5 示 我 们 这 样 和 做 ). 
` 以 局 为 对 称 中 心 , 设 A,E ,Ff 的 (关于 中 心 了 的 ;对称 点 
分 列 为 和,E' ,六 (图 18), 冯 人 分别 延 长 
AD,ED,FD 到 A',E',K', 使 DA'= 
AD, DF =ED,DM =…FD. 
因为 B 的 (关于 口 的 ) 对 称 点 是 必 ， 
所 以 AB 关于 D 的 对 称 图 形 是 A'C.F 
在 4B 上 ,所 以 FF' 在 A' 心 上 《也 可 以 用 
FAAAFALFCAFB 证 明 语 ,A',C 凌 
线 ). 
同 理 五 ' 在 心 召 上 ， 
显然 四 边 形 A'CAB ,FE'F'EF 部 是 图 18 
平行 西边 形 ,所 以 
2S prr = DADEF 十 AngF 


1 ] 
DIEpEF EE 5 A 


EE SAABc, 


即 中 成 立 . 
当 玉 ,FF 分 别 与 4,B 重合 (或 分 别 与 CA 重合 } 时 ,名 中 
等 导 成 立 . 


10， 部 分 与 整体 相似 


一 个 三 角形 不 会 与 它 的 一 部 分 全 等 ,但 却 可 能 与 它 欧 一 
部 分 相似 . 

设 下 为 入 ABC 内 一 点 [图 19) 如果 六 民 BC 与 原 三 角形 
相似 ,应 当 满 足 哪 些 这 件 了 
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首先 ， 一 BKC 全 一 4. 不 妨 设 
BKC= /BCA=B+g 由 于 ABC> 
a 所 以 必须 有 一 4BC 一 月 从 而 一 4 一 a， 
即 玫 4 是 六 4BC 最 小 的 角 ， 
因此 , 设 一 4 是 Aa4Bc 的 最 小 的 角 ， 


人 AC 是 最 大 的 角 , 作 CBK 一 a, AKCB 一 一 C 
ABC ,BK ,CK 相交 于 天， 出 图 19 
A BCKCI A ABC., (OD 


即 每 一 个 三 角形 内 都 可 以 找到 一 点 坟 ,使 矢 天 与 某 两 个 了 英吉 
所 成 的 三 角形 与 原 三 角形 相似. 
如 果园 19 中 ,3 一 ay4- 有 ,那么 当 由 成 立时 ,入 4BC 的 三 
个 表 有 ,B,C 分 别 为 wy2ay ke, 因为 
3 十 2 十 4 一 1807， 


所 以 A4BC 的 三 个 角 分 别 为 -22 3 即 
如果 入 A4BC 的 肉 心 与 某 两 个 顶点 所 成 的 三 角形 与 入 4BC 相 


似 ,那么 A4BC 的 三 个 角 必 定 是 -2 


11. 对 角 线 的 中 点 与 面积 


西 吕 边 形 4BCD 的 对 骨 线 4C,BD 相交 于 天. 如果 面积 
和 
SaAKB+T SAckp— SapKc + SADKAs ‘Yh 
那 公 民 是 4C 或 BD 的 中 点 . 
阿 题 不 难 , 但 入 手 的 第 一 步 应 特别 留心 ;不 宜 过 于 草 
率 , 否则 会 懒得 很 繁 , 事 售 功 半 . 
如 果 下 不 是 AC 的 中 点 , 设 对 是 AC 的 中 点 (图 20). 易 知 


ee = 
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SACKDO— i DEA D 


= Sacup Sd AnD ) 1 
— SAMaA— AuDk) 

= 2 wD. 名 
同 理 ， 站 c 
Sipkc— SaaAks— 2 aMBK. EY 
由 QD,®@,@， 

SAMDK OAMEN? 
从而 下 是 BD 的 中 点 ， 


反 过 来 ,当下 为 AC 或 BD 的 中 点 时 ,名 显然 成 立 . 可 以 
证 明 满 是 由 的 点 友 的 轨迹 就 是 过 AC,BD 中 点 的 直线 , 称 为 
牛顿 线 ( 当 然 , 需 要 约定 而 积 是 所 谓 的 “有 向 而 积 ”. 即 当 A， 
六 ,五 三 点 成 道 时 针 方 向 时 ,约定 Sanxs 为 正 } 当 4; 下 ,B 三 版 
成 大 时 轩 方 向 时 ,Saxs 汶 催 ). 


12。 处 处 留心 凤 学 问 


学 习 , 应 当 不 断 地 所 出 问题 于 无 疑 处 有 疑 ”, 切 缴 轻 易 
放 过 那些 可 以 动 动脑 萌 的 机 会 

这 里 举 两 个 简单 有 趣 的 见 何 尾 网 中 的 问题 : 

“过 直线 了 让 一 点 及 作 二 的 平行 贱 .” 

这 样 的 作 拷 ,初中 同学 人 人 学 过 . 我 们 应 该 再 进一步 , 提 
出 新 的 要 求 一 ”至少 要 画 几 条 线 , 驶 可 以 完成 上 述 作 图 ? 

这 里 的 线 指 直 线 或 网 5 弧 ) ,并 且 作 医 工 具 只 有 了 较 规 与 ( 没 
有 刻度 的 ) 址 尺 ,不 允许 用 三 胡 窗 推 . 
的 解答 . ) 


ss 


欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


作法 旭 下 : 加 2 
如 图 21, 在 上任 取 两 点 B,C. 分 


别 以 4:C 为 圆心 , BC,B4 为 半径 作 一 人 一 全 一: 
加 ,两 加 (与 A 在/ 同 侧 ) 的 交点 为 也， 
过 有 ,DD 作 直 线 ， 

易 知 由 边 形 ABCD 是 平行 四 边 形 ,所 以 AD 就 是 所 求 的 
平行 线 ， 

我 们 一 共 作 了 三 条 线 : 两 个 圆 弧 ,一 条 直线 , 能 不 能 减少 
一 条 线 呢 ? 不 能 1 因为 最 后 总 要 作 一 条 直线 , 它 由 4 及 另 一 点 
也 确定 ;而 定 出 也 点 必须 两 条 线 , 所 以 至 少 要 作 三 条 线 . 

类 似 地 ,还 可 以 考虑 : 

“过 点 44 作 直 线 ? 的 重 钱 ,至 少 要 作 凡 条 线 ( 只 区 许 用 国 
规 . 真 尺 , 不 驶 许 用 三 角 板 33” 

解答 分 两 种 情况 ， 

ci》 有 A 在 i 外 .通常 的 作法 需要 四 条 线 .但 是 ,只 要 我 们 
多 想 一 想 , 可 以 知道 用 三 条 线 就 是 够 了 . 如 图 22, 在 i 上 任 取 
黄 点 吾 己 , 分 别 以 B,C 为 图 心 ,BA,C4 为 半径 画 强 , 根 交 于 
( 异 于 4 的) 点 了 必 , 划 4 就 是 :的 垂 线 . 


ss 1" 
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(i) 44 在 上 上 .上 面 的 作法 不 再 适用 ,必须 另 由 蹊 茎 . 

在 ! 外 性 取 一 点 B; 以 B 为 圆心,BA 为 半径 作 图 , 迹 !/ 于 
《 异 于 有 4 的) 点 CC 如 果 这 图 与 7 相 切 于 A, 那么 BB4 就 是 ! 的 垂 
线 ). 过 忆 作 鸟 B 的 直径 CD, 则 直线 DA 即 为 所 求 ( 图 237. 

与 前 一 个 问题 道理 相同 ,三 条 线 是 壤 少 的 . 

上 而 前 两 遵 作 图 题 虽 不 困难 ,但 也 不 一 定 很 快 就 能 想到 
正确 的 答案 , 在 学 习 的 过 程 中 应 当 窗 思 , 多 问 , 处 处 留心 崩 学 
间 . 


13. 圆规 作 图 


单 用 回 规 ,可 以 作出 所 有 尺 规 作 图 {用 直 尺 .圆规 ) 能 作 的 
点 ， 
本 节 介 绍 酚 个 单 用 男 规 的 作 图 . 
1， 官 知 正方 形 ABCDP 的 顶点 4, 求 必 瑟 ,万 . 
设 AC = 二 1. 如 图 24, 作 
OCA,1), CC,1) 相 交 于 上 下， 
F; 作 名 { 玉 ;E) 分 别 交 A， 
DOC,1 于 G,H; 作 @UH， 
硬 4) 交 器 CA,1) 于 了 ;最 后 作 
(GGDD ;名 { 玉 ;,GI} 相 交 于 
CCD, 则 CD 即 为 所 求 . 图 24 
证 明 需 用 余弦 定理 , 易 知 EF 二 v3 ,G,H 在 连 心 线 AC 
上 .对 入 GAI 与 人 HAI 用 余 莹 定理 ， 
GTi 1 1 os TAH 
2 十 让 一 2 5 


i 


-lr 
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而 对 于 下 方形 4BCD 的 顶点 旦 ,有 


GB*=— [1+ 去 | 十 [二 | 

所 以 图 中 得 到 的 B,D 的 确 是 正方 形 4ABCD 的 顶点 . 

2 已 知 总 口 及 其 国 心 品 , 将 下 四 等 分 . 

设 怠 口 的 半径 为 1. 

如 图 25, 在 全 O 上 任 取 一 点 4， 
作 避 CA,1) 交 吕 DO 于 B,C; 作 心 (BB， 
1) 交 避 OQO 于 吃 ; 交 昌 4 于 ;和 作 昌 DD， 
D4), 加 (CE,EO) 相 交 于 G; 最 后 , 作 
BBO) 交 BO 于 了 了,H. » 

证 明 不 难 : 易 知 


万 4 一 ED 一 3， 


PIG 一 ww 332 一 12 一 2， 
注意 我 们 只 必 了 5 个 图 . 


图 25 


1l14， 闭 折线 的 长 


大 家 都 知道 ,两 点 之 间 的 路 程 以 连接 这 两 点 的 线段 为 最 
短 . 这 是 课本 中 的 一 个 重要 定理 ， 

战 生活 中 ,还 知道 宛 一 个 大 圆子 比 宠 一 个 小 轿子 远 . 确切 
一 和 后 * 可 以 阁 述 成 让 而 的 定理 ， 

定理 闭 折 线 的 闫 沁 包 会 在 其 中 的 加 的 于 折线 的 闫 . 等 
号 仅 在 两 者 重合 时 成 立 . 

这 个 定理 中 ,里 面 的 财 折 线 必 须 是 西 的 ( 即 成 西 密 边 形 )， 
否则 结论 不 成 立 ， 恕 转 26， 里 而 的 折线 村 了 许 争 多 ， 息 长 比 


昌 于 站 = 
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图 26 


外 而 的 折线 长 . 
这 个 定理 怎么 证 明 ? 
大 家 都 知道 如 和 何 切 饼 . 急 饼 就 是 我 们 的 证 法 , 如 图 27, 凸 
闭 折线 ABCDE 在 闭 折线 MNPQ 中 . 先 滞 AB 切 一 思 , 切 去 
图 中 的 四 边 形 MNN'M'. 由 于 
MMTMNTNN' >MN', 
所 以 只 要 证 明 
说 折线 MM'N'PQ 的 长 潜 团 折 雹 ABCPR 的 长 
青 沿 BC 切 一 刀 , 切 去 BP'PN' ,同样 有 
BN'+N'P+PP'BP'. 


只 要 证 明 

六 折线 M BF 和 的 长 关闭 折线 ABCDE 的 长 ， 
这 样 继续 下 去 ,一 刀 一 妃 地 切 , 直 至 最 后 只 简 下 闭 折线 
BCDE, 怕 然 

闭 折 二 4BCDE 的 长 一半 折线 ABCDE 的 长 - 


因此 

闭 折 线 MNPQ 的 长 之 闭 斩 线 BCDE 的 长 . 
击 且 只 要 记述 两 条 闭 折 线 不 重合 . 上 面 切 的 过 程 中 至 少 有 一 
个 不 等 式 是 严格 的 不 等 式 .从 而 

周折 线 MNPQ 的 长 之 闭 盾 线 ABCDE 的 长 ， 
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换 句 话说 , 仅 在 两 条 闭 折 线 重合 时 ,着 者 的 长 相等 


15， 正 方形 中 的 四 个 点 


正方 形 AABCD, 边 基 为 1, 玉 ,下 ,GH 是 还 方形 中 的 外 个 
志 ， 每 两 点 之 间 的 距离 不 小 于 1. 求证 羽 , 下 ,Gs 是 正方 形 
有 BCD 的 辐 个 顶点 - 

本 题 有 多 种 解法 . 有 些 人 试图 用 面积 来 证 ,做 得 很 复杂 还 
没有 成 功 . 这 条 道路 铠 怕 是 没有 密 少 希望 的 . 因为 边 长 汪 1 的 
四 边 形 ,面积 未 必 大 于 1( 其 至 可 能 很 接近 于 零 , 在 四 边 形 “很 
扁 ”，”, 接 近 于 一 条 线段 时 ; 便 出 更 这 种 情 视 ). 即使 增加 种 种 要 
市 {将 两 点 间 的 距离 用 宗 改 定 现 表 示 ), 要 从 面积 突破 测 是 待 
然 . 如 果 这 条 道路 没有 希望 , 那 就 不 必 坚 持 非 走 不 可 ,不 如 上 太 
早 抽身 为 好 . 

判别 -一 条 道路 能 否 走 通 , 需 要 有 识别 能 力 . 这 种 能 力 往往 
来 自 于 经 验 与 感觉 . 如 果 越 走 越 繁 , 越 例 越 难 , 没 有 任何 成 功 
的 明光 ,多 半 已 肥 走 销 了 路 ,高 了 正题 . 

为 了 不 走 错 路 ,一 开始 应 当 完 考虑 几何 方案 ,估量 一 下 鲫 
一 种 方案 最 有 实现 的 可 能 ,切忌 “" 谎 不 择 路 ", 一 头 扎 进 死 衣 
同 , 面 又 不 能 “迷途 知 返 ”. 

在 本 感 中 , 骂 然 总 站 用 到 线段 的 长 ( 妈 岗 点 的 距离 》, 不 如 
直接 就 用 线段 的 长 来 解 . 

第 一 种 解法 是 利 腹 三 角形 的 余弦 定理 . 

四 边 形 EFGH 的 上 内衣 种 为 360 ,其 中 必 有 一 个 角 之 907- 
设 二 玉 FGZ290", 则 

EGC> v EFF V 1 十 下 一 Y 2. 
边 长 为 1 的 正方 形 中 , 几 点 间 最 长 的 距离 为 v 立 . 当 且 仅 


se 安 恰 
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当 这 枸 点 是 相对 的 两 个 顶点 时 ,有 距离 为 v2. 

因此 ,五 ,C 是 正方 形 的 顶点 A, 必 . 

到 ,GL 即 及 ,CY 有 虐 离 均 汪 1 的 点 ,不 在 以 冯 为 圆心， 为 
半径 的 苞 的 内 部 ,也 不 在 以 C 为 贺 心 ,1 为 半径 的 加 的 内 部 . 
在 正方 形 ABCD 中 ,这 样 的 点 只 有 两 个 ,好 这 两 个 涟 的 交点 
B,D. 因此 下 , 互 必 与 这 两 点 重合 . 

不 少 学 生 认为 这 题 司 到 这 里 已 经 完成 . 其 实在 上 面 的 证 
明 中 暗中 假定 了 四 边 形 EEC 是 凸 四 过 形 . 

如 果 五 ,FF,G, 互 不 枸 成 凸 四 边 形 ;那么 有 两 种 可 能 : 

E 


F g 0 
《1 [ee 
图 ”28 
(1》 直 日 在 和 FFG 内 [图 28(1)], 这 时 EHF, 人 FHG,， 
GHE 的 和 是 360" ,其 中 必 有 一 个 六 120". 役 EHF 关 120"， 


WW EF 1 1 上 28XL1X1IX 广 一 “32. 


(2)》 于 志 在 同一 素 线 段 上 [图 28(2) 1. 这 时 
EHSEF+FG+GH1+1+1=3. 
由 于 正 上 方形 4BCD 中 ,两 点 间 的 距离 所 v3 ,所 以 上 述 
两 种 情况 均 不 可 能 发 生 . 
-一般 说 来 , 包 合 个 点 的 最 小 的 号 { 字 边 ) 形 称 为 这 个 
点 的 向 包 . 四 个 点 的 凸 包 , 有 上 述 三 种 , 即 贞 四边形、 三 解 形 、 
线 眉 (还 有 一 种 极 特殊 的 情操 ;四 点 重合 成 一 个 点 }. 


= 1 。 
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其 实 五 ,下 ,CC: 五 成 凸 四 这 形 的 情况 ,可 以 利用 上 一 节 提 
到 的 一 个 常用 的 定理 : 

闭 新 线 疯 医大 于 或 竺 于 被 它 和 包含 的 凸 的 逆 折 线 的 长. 车 
号 低 在 两 者 重合 时 或 立 . 

因为 四 折线 EFGH 的 长 六 1 十 1 十 1 十 1 一 4 一 正方 形 
45BCDD 的 周 长 ; 所 以 由 这 个 定理 立即 得 出 五,FF,G, 太 是 正方 
形 的 四 个 顶点 - 

泰州 中 学 的 学 生还 提出 一 个 新 的 证 明 ; 

考 岂 正 方形 ABCD 的 外 接 圆 . 圆心 0 到 各 巴 点 距离 为 


2.E,F,G ,昌都 在 正方 形 内 ,当然 也 在 @O 内 , 不 妨 设 


OE,OF,OG,OHRH 为 公道 时 针 硕 序 的 四 条 加 眉 . 人 人 EOF， 
FOG,AGOHF, HOE 中 至 名 有 一 个 不 小 于 180". 不 妨 设 
前 三 个 角 都 小 于 180*. 


由 于 EF2>1 一 -2 | +| 过 | > vOEr TO, 
所 以 人 EOF 这 90". 辐 样 FOG, AGOH 者 不 小 于 90". 因而 
”HOF<180°, 同样 A 人 HOE 守 90%, 由 于 A 人 EOF, /FOG, 
人 人 GOH ,人 HOE 的 和 是 360*, 所 以 这 四 个 角 都 等 于 90" ,而 且 


OE=OF =0G~O0H— 2 因为 正方 形 中 共有 四 个 顶点 在 


外 接 图 上 ,所 以 五 ,下 ,G, 五 就 是 四 个 顶点 ， 
解 古 时 ;学 生 常 有 新 的 ,不 同 的 解法 . 教学 相 长 ,互相 学 习 
闫 不 时 一 名 空话 . 
. 土 述 解法 中 ,应 注意 EOF, FOG, GOH ,人 HOE 中 
可 能 有 大 于 或 等 于 180* 的 .这 就 是 五 ,下 ,人 , 问 不 成 凸 四 过 形 
的 情况 , 论证 需要 凋 致 ,不 可 山 现 凋 洞 ， 


" 
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16. 跳 出 框框 


在 解 题 讨论 班 中 ,下 面 的 问题 ,曾经 引起 很 热烈 的 讨论 : 
如 图 29， 已 知 西 六 边 形 44'BB'CC' 中 ， 


“A=/A',AB=/B,AC=A/AC', 及 
OD x 
并 且 区 
AA'=AC' ,BA' = BB CB 一 CC 
2 
五 
求证 : San — avercr B' 
很 多 学 员 发 现 要 证 明 的 结论 就 是 图 29 
Samapt SAF OA SAAB (3) 


因此 希望 特 和 六 A'AB, 信 B'BC, 和信 C'CA 都 “ 折 到 ”A 八 ABC 中 ， 
邵 果 4 ,8 ,CC 怡 好 重要 成 一 个 点 MM, 那么 司 就 成 立 丁 ， 
但 是 怎么 证 明 4' ,有 ,CC 重要 成 一 个 点 对 呢 ? 
有 人 认为 将 大 4 .48 六 BBCACC4 折 起 来 可 以 形成 
一 个 四 面体 ,而 
+AB+AC=AATAB+LC 


= 地 X 六 边 形 的 内 角 和 和 


== 广 X 《6 一 2) X180" 一 360°， A 
所 以 这 个 <“ 岗 面 体 ? 的 兰 个 面 正 好 成 为 一 个 面 . 
上 面 的 想法 ,的 确 是 自然 的 好 想法 .但 在 亚 辑 上 起 有 个 天 
市 洞 : 
三 个 三 和 角形， 和信 4'4B, 信 8B' BC,A 八 C'CA 能 折 成 四 面体 


和 
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吗 ? 
入 A'AB, 和信 B'BC 能 折 成 顶点 为 B 的 三 面前 B 一 AA'C 
C 即 BB 一 AB'C}) 需 要 条 人 忻 , 妈 
/ABC</A/A'BA+/B'BC. 局 


妆 二 4B4 ,二 BBC 都 很 小 (都 小 于 地 和 4BC) 时 ,就 天 
法 产生 三 面 角 8 一 AA'C. 面 题 目的 条 件 美 于 人 A'BA， 
号 BC 的 大 小 ,没有 提供 任何 信息 ,所 以 无 法 证 明 可 以 折 成 
上 面 所 说 的 四 面体 ， 

能 和 否 改 一 下 :, 作 4 关于 AB 的 对 称 点 对 ,再 证 明 M 也 是 
五 关于 BC,C' 关 于 CA 的 对 称 点 ? 

这 条 路 可 以 走 通 ,但 非常 麻烦, 面 且 失 去 了 原来 想法 中 很 
可 贵 的 东西 :A!',，B',C' 地 位 是 平等 的 . 

思想 还 得 解放 一 些 , 汶 慎 么 我 们 非 把 三 个 三 角形 ， 
和 六 AAB, 入 BBC, 信 CCA 装 进 入 ABC 这 个 框 子 里 昵 ? 

如 果 思 想 上 没有 这 一 个 首先 设 定 的 框 民 ,事情 要 好 办 得 
EE 

另外 开放 一 块 地 方 ; 即 任 选 一 点 训 , 过 以 作 射 线 MA"， 
MB",MC", 悟 

A'MB= /AA'B, BMC"= LBB'C 

(请 读者 自己 综 一 草图 ). 

这 时 ,由 于 邮 ， 

CA An 一 360 一 LA"MB"— /BMC" 

= 360° 一 /AA'B— /BBC= /COCA. 

再 联 定 A",B",C", 司 : 

MA"—AA’', MB"= BB', MO"=~CU', 

这 时 容易 证 明 


+ 
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AANABLANMAB", MB' BCOQOAMBTC", 
AC'CASAMCA". 
即 我 们 已 经 将 入 4'48B, 八 B'BC,AC'CA 拼 成 一 个 三 角形 , 即 
AA"BCO, 
剩 下 的 事情 是 证 明 
47BMCeeA45C. 
这 是 很 容易 的 ,因为 在 前 面 所 得 的 全 等 三 角形 中 对 应 边 相 等 ， 
所 以 
A"'B'—~ AB, B'C"— BC, CA"—CA. 他 
于 是 由 地 得 出 外, 从 而 二 成立 ,本 是 结论 成 立 . 
跳出 框框 , 舅 吏 一 块 天 地 发 展 , 是 这 种 解法 的 主要 思想 ， 
其 实 这 就 是 几何 证 骨 中 的 “同一 法 ” 


17. 海外 称 王 


隋 朝 末年 ,天 下 大 乱 ,群雄 榨 鹿 ,《 风 尘 三 使 ?中 的 老 天 岂 格 
客 (里 两 位 是 红 指 与 王朝 开 国 元 勋 李靖) 也 想 癌 易 中 原 . 但 后 来 
网 到 漳 世 民 , 自问 不 是 他 的 敌手 , 便 退 cr 
到 海外 ,到 扶余 国 去 称 王 了 . 

上 节 的 问题 ,在 入 ABC 的 框框 
内 难以 做 文章 .除了 另 找 一 点 条 
狼 ,还 可 以 退 到 边 上 去 , 即 绕 4 点 ， 5 
将 入 AC'C 旋转 成 入 A4A'C™ 图 30). 

这 时 A'C" 二 CC 二 CB', BA' 二 B 
BB', 图 30 

LOA'B =360— /AAAB— /AANAC 
=360° /AA'B-AC=/B', 


”25， 
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所 以 从 4 DC 六 BC. 
再 由 BC" 一 BC,AC" 一 AC 得 此 
A ABC"EA 作 \ ABC. 
忆 而 Sanec 一 Saner 一 于 Saunzer， 
本 节 的 解法 与 上 节 类 似 , 只 不 过 将 邓 选 在 4 ,图 形 紧 座 
些 ,但 对 称 性 却 不 如 上 节 . 
与 占据 “中原 ”的 入 ABC 相 比 ,辅助 线 构 成 的 图 ,只 占 一 


网 之 地 . 然而 只 要 经 营 得 好 ,反而 能 解决 在 和 仿 A4BC 中 难以 解 
决 的 问题 . 


18， 整齐 与 对 称 


在 几何 计算 中 ,应 注意 式 子 的 整齐 与 对 称 ， 

设 六 4BC 的 三 这 分 别 为 4 由， 
c. 卫 为 三 商 形 内 一 点 ,过 刁 放 三流 
的 平行 线 ， 截 各 这 于 DEE,F, 如 ， 
如 ,1T( 图 310. 如果 DE 二 FG==HI1i， 
试 求 DE. 


设 DE=+, 叉 记 PE=p,PF= 图 31 
9， PH 一 r. 由 平行 线性 上 质 ; 易 知 
和 二 = 六 
ga (也 
及 
TI 而 一 《人 一 四) 
a 2 
已) 即 
二 六 
a ® 


= b= 
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同 理 有 


EA 
天 一 1 一 二 ， @ 
二 _1_ 也 
外 3 
司 十 凶 十 地 得 
.pH a 
z| 二 十 去 十 十] 3 [二 二 时 + 
已 部 
1 1 a 
十 + 诗 ] =1+ 全 TD 
同 理 
i 
z| + 二 | =1+ 去 ， 
他 十 这 十 名 得 
| 扩 
2z| 二 十 二 + 二 | =3| 二 十 是 二 二 |， 4 
辐 十 得 
二 十 读 + 二 ) =6. 
2 2apBrc 
于 是 TT I 1 abrbtca. 
十 三 十 .上 
t 必 


解答 中 的 “ 同 理 ” 就 体现 了 整齐 性 ,对 称 性 . 由 于 我 们 注意 
到 这 种 整齐 性 .对 称 性 ,选择 了 进 当 的 字母 记号 ,所 以 只 要 将 
字母 a,bsc 及 p,q:r 进行 轮换 就 可 以 由 晤 得 出 辐 ,@, 和 由 名 得 
到 针 , 鲍 ,并 且 最 后 恰好 由 人 @ 与 人 0 消去 p ,qs7, 求 出 全 如果 不 
注意 这 种 整齐 性 .对 称 性 ,不 仅 计 算 扰 复 , 而 且 茫 无 头 端 ,不 知 
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出 路 何在 . 

胃 一 种 解法 是 利用 三 角形 的 高 (当然 也 要 注意 式 子 的 整 
齐 与 对 称 》. 

设 了 到 各 边 的 距离 为 p,, pi,p. ,三 角形 的 高 六 h, ,hh.， 
则 


Tpe 


hh, 
即 hs * T=ahs—ap,. 
将 类 似 的 三 个 等 式 相 加 ,得 
(ht hs hx 3X2S ,ascT— DIAaac ™— 4 aa, 
所 以 


4 age 
£, hs 十 上 A 


二 


anc | Da | 29Aaac 


实 a C 


TT 


[ 遇 


十 


| ko 


二 十 
翌 


* 昂 训 。 
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(三 ) 春日 兴致 好 


19. 昂 带 费 尔 师 情 的 育 近 


天 气 好 ,兴致 也 好 的 时 慷 , 可 以 读 点 书 ( 和 包括 小 说 书 与 数 
学 书 ), 

法 国 的 需 勒 ， 凡 尔 纳 写 过 很 多 科普 小 说 ,不 羽 普 及 了 了 科 
学 知 说. 而 县 小 说 的 情节 曲折 .引人入胜 “人 物性 格 鲜 明 . 枯 相 
如 生 . 令 人 爱不释手 ,非得 一 气 读 完 不 可 . 其 中 《格兰特 船长 的 
儿女 》 尼 神秘 岛 3¢ 十 五 崔 的 船长 》 等 更 是 乱 倒 了 我 国 四 ,五 代 
读者 (清末 即 有 梁启超 译 的 4 十 五 岁 的 船长 } 在 * 新 民 从 报 》 上 
连载 . 前 迅 , 周 作 人 也 曾 译 过 ¢ 地 心 游记 

在 忆 写 的 ¢ 剖 带 费 尔 师傅 奇 届 记 站 筷 上 昭 宇 、 马 河清 译 ,中 
国 育 年 出 版 社 ,1981 年 出 版 ) 一 书 中 , 昂 带 费 尔 师 搏 等 人 为 了 
寻求 宝藏 ,历尽 旨 险 ,先后 来 到 马 斯 喀 特 、 马 未 巴 .斯 号 次 香 尔 
根 三 个 总 .但 每 一 次 都 只 找到 一 个 金属 匣 ,里 面 藏 着 一 片 羊皮 
纸 , 指 示 应 当 到 下 一 个 岛 去 寻找 宝藏 , 最 后 一 次 找到 的 羊皮 纸 
已 经 被 术 祷 湿 一 半 . 前 一 半 指 出 : 

na 共同 焉 产 链 承 人 可 直 奔 第 四 全 小 岛 , 三 中 装 有 黄 
金 、 钻 石 . 穆 宝 的 宰 木 袜 就 藏 在 该 筷 . ” 

但 指示 小 岛 位 置 的 部 分 由 于 被 水 漫 源 , 宇 让 已 模糊 不 清 
了 ;只 能 看 出 : 


好 不 容易 灼 认 出 是 后 一 个 于 是 ，… 


= 灵机 = 
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“家 ”， 

大 家 无 法 猜测 出 小 砚 的 位 置 , 乘 兴 而 来 , 兴 尽 而 返 ， 

回 多 家 中 ,又 过 了 两 个 宗 月 . 和 参与 此 事 和 的 朱 埃 勒 和 他 的 妻 
子 爱 诺 卡 特 , 侦 热 拨 弄 放 在 桌 土 的 地 球 仪 ,无 意 中 发 现 工 淹 所 
说 的 三 个 小 岛 位 于 同一 个 圆 上 . 朱 埃 勒 谨 热天 悟 ( 以 下 对 译文 
种 作 收 改 )， 

“我 们 设想 这 三 个 小 和 岛 在 同一 平面 上 ,用 直线 将 它们 两 两 
相连 ,在 厅 亲 线段 的 中 央 划 一 条 音 线 ,这 些 妇 线 正 好 相 变 在 轩 
心 上 . 在 地 球 仅 上 ,也 就 是 这 个 国 的 极 , 第 四 个 小 岛 肯 定 就 在 
这 一 点 1” | 

子 是 ,他 们 发 现 第 四 个 小 岛 , 即 卡 米 尔 克 总 督 藏 宝 的 地 方 
位 于 北纬 三 十 七 度 二 十 六 分 ,东经 (以 巴黎 子午 线 为 准 ) 十 度 
三 十 三 分 . 

宣 葵 的 下 落 ; 请 读者 去 看 原 书 ,这 里 按 下 不 站 .且说 一 说 
上 而 涉及 的 几何 定理 , 妓 

三 骨 形 三 亲 边 的 重 直 平分 线 交 于 一 点 ,这 点 称 为 三 角形 
的 外 心 , 以 它 为 国 尾 ,可 以 作 一 个 国 通 过 三 角形 的 三 信 顶 起 ， 
这 个 圆 称 为 三 角形 的 外 接 国 . 

- 因此 ,在 意 三 个 (不 共 线 的 ) 点 ( 即 三 角形 的 三 个 顶点 };: 都 
小 岛 位 于 同一 个 贺 上 ,他 的 几何 未 免 太 差 了 ,大 概 抵 不 上 我 国 
参加 中 考 的 学 生 . 

不 过 ,三 个 小 岛 是 在 球 而 上 . 把 它们 设想 在 一 个 平 而 上 ， 
第 区 个 岛 是 圆 的 圆心 , 如 果 在 地 球 仪 上 ,那么 包含 第 四 个 岛 的 
部 分 就 像 轩 在 这 个 贺 上 的 * 瓜 片 小 幅 ”, 而 第 四 个 岛 就 是 帽子 
的 顶 ‘ 清 声 的 官员 在 顶 子 土 放 一 块 宝石 ,也 就 是 * 极 ”所 以 在 
球面 上 , 极 与 圆心 还 是 不 同 的 5 如果 过 四 心 作 一 条 走 钱 与 同 所 


* BU - 
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在 的 平面 型 真 ,这 条 直线 正好 通过 极 ). 在 绘制 平 而 的 地 图 时 ， 
球面 上 的 图 形 不 可 避免 地 产生 变形 . 要 在 地 揪 上 寻找 “ 极 ” ,不 
是 容易 的 事情 . 

顺便 说 一 焉 ,第 四 个 小 别称 为 尤 利 亚 岛 - 1831 年 在 地 中 
海中 突然 升 起 ,正当 英国 和 意大利 为 岛 的 主权 争吵 不 休 的 时 
居 , 这 个 岛 又 突然 消失 了 ,只 在 海面 上 名 了 四 个 多 月 . 我国 作 
家 鄂 华 曾 以 此 为 背景 写 过 一 个 中 器 小 说 《网 观 驳 冰 


20. 重 Ah 


加 果 两 个 小 球 4, 妃 重 虹 相等 ,那么 它们 的 重心 是 48 的 
中 点 五 ( 这 里 我 们 将 小 球 当 必 一 个 点 ). 即 设 想 4,B 用 一 个 杆 
相连 ,天 人 往 杆 4B 的 中 点 品 就 可 以 达到 平生 | 图 32(17]. 

A 万 站 方 有 


C1) (2) 
图 32 


如 果 球 4,B 的 重量 不 等 ,重量 的 比 基 志 ,那么 重心 卫 仍 


在 AB 上 ,而 分 序 一 于 ( 即 重心 靠近 重 的 一 方 )[ 图 32C2)]. 


如 果 三 个 重量 相等 的 小 球 44,8,C 构成 三 角形 4BC, 要 
求 它们 的 重心 ,在 物理 上 可 以 分 成 两 步 ， 

先 求 出 B,C 的 恒心 ; 即 BC 的 中 点 五 ,可 以 用 重量 为 
2 一 1 十 1) 的 小 球 放 在 司 点 ,取代 (去 掉 ) 放 在 B,C 的 小 球 . 

再 求 4 ,的 重心 ,由 于 五 处 的 重量 是 4 处 的 2 悦 , 所 以 
重心 安 在 4D 上 ,并 且 分 4 为 2515 即 4 一 2D)- 

当然 ,也 可 以 先 求 出 A4,8B 的 重心 下 ,再 求 C,F 的 意 心 
(在 下 姓 放 重 量 为 2 的 小 球 ). 或 先 求 出 4,C 的 重心 五, 再 求 
占 ,五 的 重心 (在 王 处 放 重 昌 为 2 的 小 球 ). 


» 本 1 * 
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于 是 , 我们 得 出 六 ABC 的 三 条 中 线 4 , BECF 交 于 同 
一 点 G; 这 点 是 A,B,C 的 重心 ,分 每 条 | 
中 线 为 2 : 1， 
C 也 区 为 仿 ABC 的 重心 . 局 到 
在 计算 线段 的 比值 时 ,用 上 述 物 理 
方法 特别 方便 . 例如 
设 瑟 , 民 分 别 在 人 4BC 的 边 BC， 
AB 上 ,并 且 ,8 
BD _ mn 矶 志 
De nn” EB 


AD,BE 相交 于 蜗 . 未 


在 4,B,C 处 分 别 放 上 重量 ia ,hns,hm; 册 日,C 的 重心 在 
已 ;4 的 重心 在 4D 上 . 阿 理 ,4， 此 
B,C 的 重心 在 CE 上 ,从 而 ,B,C 的 
重心 就 是 AD 与 CE 的 交点 G. 5 
苹 在 已 处 放 重 量 有 (ma 十 2 ， 去掉 
瑟 , 的 重量 - 所 以 
AG himtn) 
GD Rn 
a 当 天 一 天 一 ] ,站 一 n 二 2 时 ， 


如 村 在 六 4BC 询 顶 点 所 :号 上 处， 人 
那 各 如 司 确定 这 三 点 的 章 心 ? + 


名 本 呈 
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我 们 在 4C 上 取石 ， 


辐 -= rr 山 
FE 就 是 及 ,CC 两 点 的 重心 , 从 而 六 ,B, 避 二 点 的 重心 应 当 在 直 
线 BE 上. 
再 在 4B 上 取 下 ,使 
佑 -4 = 
则 中 是 4, 召 的 重心 ,4, BC 的 重心 应 当 在 直线 CF 上 ， 
因此 ,有 ,B,C 的 重心 是 BE 与 CF 是 
的 交点 邮 - 
同样 ,在 BC 上 取 呈 ,使 E 
句 - 和 5。 
则 及 ,B,C 三 点 的 重心 MM 也 在 4D 上. 了 了? > 
因此 AD,BE,CF 三 线 共 点 (图 35)， 图 35 
注意 由 心 , 仓 ,时 ,我们 得 到 
CE A ,BD_p.r,. 全 
EA FB DC r gog p 
这 就 导致 塞 瓦 {Ceva) 定 理 
定理 设 点 襄 ,E,F 分 别 在 和 仿 ABC 的 这 BC,CA,AB 
上 , 删 尖 上 且 导 当 
CE AF BD _ 


Ei FB De™! 3 
时 ,AD,BE,CF 三 贱 共 点 . 
这 个 定 理 是 意大利 的 水 力 工 程 师 塞 现在 1678 年 发 表 的 . 
当 条 件 岛 满 足 时 ,可 以 设 


旦 
EA™r: FB™p’ 
和 可 本 时 
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pgrr 为 让 数 . 这 时 由 局) ， 
2 


DO ogo. D 


在 及,B,C 分 别 放 置 重量 ,947 ;如 上 所 说 三 个 点 的 恒心 好 
就 是 AD,BE,CF 的 公共 点 ， 

反 过 来 ,如 果 三 条 线 交 于 一 点 村, 那么 人 情 设 加 @ 式 成 了 江 , 六 
在 A,B,C 分 别 放 置 重量 ,91r. 如 上 所 说 BE,CEF 的 交点 邮 


就 是 A,B,C 三 点 的 重心 ,从 而 了 是 六 
百 ,C 两 点 的 重心 ,并 且 心 碟 立 , 从 而 由 
地: 得 出 电 )， 


密 瓦 崇 理 在 证 明 三 线 共 点 时 ,有 广 
泛 的 应 用 .例如 设 肉 切 图 与 三 边 分 别 相 
要 于 DD,E, 玉 (图 36), 则 C 严 一 JPC， 
EA 一 AF ,FB 一 BD, 因 此 辐 式 成 立 , 根 36 
泌 塞 瓦 定 理 , AD, BE,CF 变 于 一 点 六. 这 点 称 为 奈 格 和 尔 
CNagel} 点， 


22. 爱 因 斯 坦 认 为 优雅 的 证 明 


如 图 37, 设 直线 7 分 市 与 入 4BC 的 过 (或 过 前 延长 线 )》 查 
交 于 如: 忆 ,FF, 求证 ; A . 
这 个 绪论 称 为 门 奈 荔 
斯 (Menelans) 和 定理 . 
原来 有 一 个 证明 是 过 妈 37 
必 /的 平行 线 实 BD 于 蕊 , 然 后 再 利用 比例 关系 导出 寅 式 、 


"34.: 
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大 科学 家 爱 因 斯 坦 认为 这 样 的 证 明 是 “于 随 ”的 ,因为 没 
有 过 其 他 两 个 项 点 B,C 作 平 行 线 ,破坏 了 A,B,C 的 平等 地 


位 , 即 数 学 上 的 对 称 性 . 


爱 因 斯 坦 认为 下 面 的 证 明 才 是 优雅 的 ;: 由 面积 


人 和 4ER 
S narp 


同样 


OD ABFD 


AF » EF 


FB. DF': ® 


_ BD. DF 


S CDE 


S ACDE _ 


DAAEF 


DC DE 
DE 


EA*EF.' 出 


将 加 ,为 ,名 相 冬 便 得 到 中 . 

这 一 证 明 的 优点 是 对 称 (证 明 中 的 “同样 " 址 “ 同 理 " 便 体 
现 了 这 种 对 称 性 }. 但 用 到 面积 以 及 上 上 的 线段 EF,DF 与 
DE , 稍 嫌 繁 正 ,其实 还 可 以 更 短 音 一些， 

分 别 自 4,B,C 向 7 作 垂 线 , 设 垂 线 的 长 为 户 ,9;+, 则 


入 


= 式 相 牺 即 得 下 


这 一 证 明 也 是 对 称 的， 人 


“Sehr Gut!” 
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s 45 = 


23. 三 角形 的 五 心 


三 削 形 三 条 中 研 变 于 一 点 ,这 点 称 为 重心 ， 

三 角形 三 边 的 垂直 平分 线 记 于 一 点 ,这 点 正好 是 三 角形 
的 外 接 圆 的 区 心 ,简称 外 心 ， 

三 角形 的 三 条 高 交 于 一 可 ,这 点 称 为 算 心 . 要 证 戎 三 条 高 
变 于 一 点 ,可 以 这 三 角形 的 每 个 顶点 作对 边 的 平行 线 , 交 成 一 
个 大 三 胡 形 . 原 三 角形 的 三 条 离 ,正好 是 大 三 骨 形 三 条 边 的 垂 
直 平 分 线 , 因 而 原 三 角形 的 三 生 高 交 于 一 点 ,这 点 即 大 三 角形 
的 外 心 ( 图 397. | 


图 39 图 40 


三 角形 的 三 条 内 角 盏 分 线 交 于 一 点 ;这 点 是 内 切 贺 的 加 
心 ;简称 和 内心. 

三 仿 形 一 条 内 第 平分 线 与 男 两 个 角 的 外 和 角 平分 线 交 于 一 
点 . 以 这 点 为 贺 心 可 以 在 一 个 圆 与 三 角形 的 =- 边 及 另 两 边 的 
延长 线 相 切 ,这 个 图 称 为 雳 切 国 . 旁 切 区 的 圆心 简称 壳 心 . 三 
角形 有 三 个 变心 .以 三 个 旁 心 为 预 点 的 三 角形 ,其 垂 心 恰好 是 
原 三 角形 的 内 心 . E a 

和 
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旁 心 也 是 常常 用 到 的 (如 第 41 节 ). 现行 教 林 删 去 有 关 旁 
心 的 内 容 , 殊 为 可 惜 . 


24， 重心 的 一 个 性 策 


如 图 1; 已 知 吕 DO 是 锐角 八 ABC 的 外 接 园 ， 高 4 的 环 
长 线 变 四 日 于 在, 末 是 重 必 证明 HD 一 DF. 


图 41 


这 道 题 ,我 读 初 中 时 就 曾 做 过 . 后 来 担任 中 学 教师 ,教代 
数 ( 当 时 民 数 与 几 柯 是 分开 的 Y. 有 个 学 生 问 我 ， 
“老师 会 不 会 做 几何 是 ?7 学 生 以 为 教代 数 的 不 一 定 会 做 
几何 题 , 这 是 很 滑稽 的 想法 .) 
我 说 :“ 试 试看 . ” 
好 就 说 了 上 面 的 题 ， 
其 实 解 竺 很 简单 ; 设 BE 是 另 一 第 高 (当然 也 过 垂 心 
五 ,连接 BF. 只 需 证 明 
ABDPHS2ABDF. D 
“已 知 卫 BDH 二 人 BDF 一 90",8D==BD, 只 需 再 找 一 组 相 
等 的 对 应 名. 
因为 人 HBD=90" 一 BHD 一 900— AHE= AHAE, 


» HT 
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而 HAE 一 FBD, 所 以 
HBD= /FED. 
从 而 中 成立 ,HD==DF. 
本 题 在 第 52 节 中 用 到 . 


25. 逐步 推广 


我 们 知道 ,在 人 ABC 中 ,高 AD,BE,CF 相交 于 牌 心 他 . 
不 难 证 有 明 ,A 人 EDH 一 A 人 FDH. 

事实 上 ,图 42 中 有 许 密 的 四 点 
共 赔 .如 由 一 4 如 = ADB = 90° 可 
知 , 瑟 都 在 沁 48B8 为 直径 的 圆 上 ， 
及 而 二 4 万 下 一 4 吾 忆 .到 由 二 再 门 电 
一 一 五 F 有 一 90" 可 知 D,F 都 在 以 
BE 为 直径 的 丹 上 ,从 而 人 ABEH 
FDH. 因此 图 42 

EDH= /FDH. OD 

《不 难看 出 A4,B8,C,H 正好 是 和信 DEF 的 旁 心 与 内 心 . 可 与 图 
40 比较 .) 

如 果 4D 仍然 是 高 ,但 右上 只 是 AD 上 的 一 点 ,BH ,CH 
分 别 交 AC,AB 于 EF 六, 那 从 仙人 奶 航 ”pg 入 E' 
成 立 . 证 苇 如 下 : 

过 4 作 BC 的 平行 线 ,与 DE， 
DF 的 延长 线 分 别 相交 于 匹 ,二 (图 


Ly 


43), 上 易 谢 
AE'’ Cp 4F BD Bs 万 好 
AE DE’ AF BF?’ ' 国税 


s 号 所 
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4E CD BF AF 


所 以 AF"r DB AF " DBE- 
由 塞 巨 定理 ,上 式 的 值 为 1, 所 以 
AE' =~AF'. 


于 是 八 DE'F' 的 高 A 平分 二, 从 而 山 成 立 . 

再 进一步 , 设 四 边 形 4BDC 中 ,AD 平分 BDC.H 为 
AD 上任 一 点 , B,CH 分 别 交 AC,AB 于 EE,F, 则 人 吉成 立 . 
这 是 1999 年 全 国 高 中 联赛 加 斌 的 第 二 题 - 它 相 当 于 将 图 39 
中 的 线段 BC 变 成 折线 BDC. 


- 证 明基 本 上 是 * 依 葫芦 画 杜 ”: 
过 妈 分 别 作 DPC ,BD 的 平行 线 , 分 别 交 DE，DEF 的 延长 
线 于 请 ,FF'( 图 44). i E' 
同样 ， 


AE’ CD BF .AE 

AFr DB AF DE: 

连接 BC, 交 AD 于 D'. 由 于 
AD 平 分 BDC, 所 以 


CD Cr 时 
DB DE 
代 太 上 式 得 图 44 
r 1 F 
AE’ CD BF AE 加 


万 AF DE: 
二 式 右 和 边 依 然 为 1, 从 而 情 导 出 AE' 一 AF'. 
”组 为 
”EAD=180— /CDAQ—180— A ADB 
= /FAD, 
所 以 入 E'AD 旦 入 FF'AD ,加 成 立 . 


+ 
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26。， 避 心平 ? (一 ) 


加 图 451 吉 果 囊 症 信 .ABU 的 重心 :于 各 百 在 高 AD 上 ， 


而 且 洛 BHC—180°— /BAC. 四 
这 个 结论 ,证 明 不 难 , 根 据 定义 ， 
吾 在 高 4 上 ,五 也 在 高 BE,CF EE 
上 ;: 忆 以 F 
”BHC ~ 人 EHF 
=360°— AENH D Cc 
—AAFH-— /BAC 图 45 
=380°— 00°— 30°— /BAC 
~=]830°— BAC. 


反 过 来 ,如 果 点 豆 在 和 4BC 的 高 AD 上 ,并 且 人 BHC= 
180 一 一 B4C, 那 么 互 一 年 是 和 4Bc 的 重心 吗 ? 

管 案 基 肯定 的 , 即 上 述 条 件 是 “如 是 入 ABC 的 重心” 的 充 
分 必要 条 件 . 

这 个 绪论 证 明 不 算 难 ,但 想 出 来 也 要 费 点 功夫 ,读者 不 入 
先 试 一 试 . 我 们 的 证 法 如 下 ; 

如 图 46, 延 长 4D 到 全 ,使 石 4' 一 
4 让 ,连接 A4'B,4'CC 即 作 入 ABC 关于 要 
BC 的 对 称 图 形 ). 


易 知 BA'D= /BAD, 
“BAC=A/ABAC. 
因 FTC 一 180* 一 一 有 4C， 
故 ”BHC+ABA'C bp 
= 人 人 作 BHC+ /BACS—180", 圈 “#6 
pe 
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从 而 A' ,ByH,C 四 点 共 辆 ， 
BA'D=/BCH. 
于 是 BAD= /BCH , 
BFC =180°— /BCH— /ABC 
—]80°— /BAD— /ABC—180°—90°—90°, 
妈 CE 是 入 4BC 的 高 ,五 是 入 4BC 的 二 心 . 


27， 对 心平 ? (二 )》 


在 多角 三 角形 4BC 中 48B 关 4C. ADD 是 裔 ; 晶 是 AD 上 
一 点 ,连接 BH 并 延长 变 AC 于 世 ,连接 CH 并 延长 普 AB 于 
FF, 已 知 B,C,E,F 村 点 共 周 , 问 : 丫 是 震 一 定 是 俯 ABC 的 重 
心 了 证 明 休 的 结论 ， 

本 是 是 1998 年 教育 部 商 中 理科 试验 班 的 人 学 试题 ,答案 
是 肯定 的 , 即 豆 一 定 是 和 4BC 的 重心 . 

如 图 47, 为 了 证 明 这 一 点 ， 我们 利用 对 称 性 { 当 热 也 有 其 
他 的 证 法 ). 虽然 现在 高 AD 不 是 
太古 BC 的 对 称 加 ,但 我 们 可 以 将 
从 在 BD 语 AD 楼 折 过 去 ,也 就 是 
在 DC 上 取 吾 ,使 DB' 一 DB， 

由 对 称 性 ,3 一 A1. 由 已 知 
BCE,F 共 图 ,1 二 2, 所 以 
-3 一 2 BC,4: 开 四 点 共 国 . 
从 而 一 5 一 一 6， 加 

又 由 对 称 性 ;4 二 5, 所 以 4 二 561A4F DC 四 点 
共 团 ,从 而 AFC= 二 ADC 一 90',H 是 以 ABC 的 垂 心 . 

由 于 利 肌 了 对 称 性 ,本题 的 图 形 “ 集 中 ”科大 机 s 才 产生 了 


» 二 玉 二 
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许多 “四 点 共 图 ”, 所 以 “将 和 45 沿 AD 翻 折 ”是 这 个 解法 的 
关键 步骤 . 


28. 位 似 、 欧 拉线 


图 形 可 以 放 太 或 缩小 ,最 简单 的 方法 就 是 位 做 . 如 图 48， 
任 取 一 点 马 作 为 位 似 中 心 , 对 任 一 EY 
点 4, 在 射线 口 4 上 取 一 点 A' ,使 
OA' : OA=N, 
4 是 一 i i 4 称 为 4 避 
的 像 . 
如 昌 呈 是 号 的 像 , 那 玄 DO,B， 
B' 共 线 ， 4 
OB' 1 OB=A, 
从 面 4 号 7 4 并 于 
A'B.: AB=A. 
4 也 可 以 取 负 值 , 这 时 而 在 射线 已 4 的 反 柯 延长 线 上 . 
设 六 4BC 的 中 线 为 AD,BE,CF, 重 心 为 如 :那么 ,世上 G 


为 位 似 中 心 : 取 4 一方 时， A,.BC 的 僚 分 别 为 也， 五 , 书 , 从 而 
ANABC 的 像 是 人 DEF AABC 的 外 接 圆 的 像 ,就 是 人 DEF 
的 和 外接 贺 ; 后 者 常 称 为 九 点 国 或 欧 拉 国 ， 

由 于 人 ABC 的 竹 必 如 的 像 , 诺 当 是 APEF 的 垂 心 , 即 
口 点 ,所 以 五 ,D,G 三 点 共 钱 ,并 且 口 在 HG 的 延长 线 上 ， 


这 条 直线 COG , 称 为 欧 拉 线 ， 
入 ABC 的 外 心 O 的 像 ;应 当 是 九 点 圈 的 名 入 NN;N ,0O,G 
面 二 呈 加 
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三 点 共 线 ,并 且 NN 在 OG 的 延长 上 线 土 ， 
GN=30G. 


因此 ,ON 一 0G+GN 一 子 0G, 而 


NH=GH 一 GV=20G 一 上 DOG= 了 0OG， 
所 以 NN 是 人 的 中 点 . 


图 49 
器,GsN ,于 四 点 位 置 如 图 49 所 示 , 其 中 
DOG: GN: NH=21:1:3. 
九 点 圈 半 径 正好 是 外 接 回 的 过 . 在 下 面 第 31 节 将 要 提 到 
R22r, 


所 雇 思 点 图 不 小 于 内 切 轿 . 
不 奴 如 此 ,内 场 男 正 好 与 九 点 阅 内 切 ( 当 且 促 当 三 前 形 是 正 
三 角形 时 , 民 王 2r, 此 时 九 点 贺 与 内 切 圈 重合 ). 这 是 德国 数学 家 
费 尔 巴 哈 ( 区 ，、， 晴 ，Feuerbaeh，、1800 一 1834) 在 1822 年 的 著作 
中 首先 提出 并 证 明 的 . 有 兴趣 的 读者 可 以 看 * 近 全 欧 氏 几何 学 3》 
(RE - A 约翰 进 著 ,; 单 增 译 ,上 海 教育 出 版 社 1999 年 出 版 ). 
顺便 说 一 下 , 竟 尔 也 中 有 一 个 弟弟 {LL. 为 ，Fewerbach， 


A 
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1804 一 1872), 是 一 位 大 名医 才 的 背 学 家 ,对 马克 思 《Karl 
Marx，1818 一 1883) 有 很 大 的 影响 - 


29. 九 点 图 


感 名 思 义 , 九 点 留 通过 九 个 特殊 的 点 ,其 中 三 点 是 三 边 的 
中 点 , 筋 外 六 个 点 ;我 们 粗 在 下 面 加 志 , 
说 明 . 

首先 ,我 们 知道 外 心口. 重心 G、 
重心 互 三 点 共 线 ,并 及 OG : GH = 
DG :GA=1: 2; 所 以 

AH=2Xx OD. OD 

于 是 可 4 互 的 中 点 A1( 图 50)， 

恒 有 轩 50 
AHALOD, 

从 市 四 边 形 ODHA, 是 平行 四 边 形 ,OH 与 A1D 互相 平分 ， 
又 我 们 已 经 知道 九 点 加 的 国 心 和 N 基 OH 中 点 ,新 以 也 是 
DD 的 中 点 .从 而 4 也 在 以 N 为 中 心 ;,ND 为 半径 的 九 点 留 
上 ,并 且 4 是 九 虚 铀 的 直径 ， . 

设 AA, 是 高 ; 那 双 A145D 一 90°, 所 以 A; 也 在 万 点 国 
上 . 

面 此 泌 点 贺 队 通过 三 边 中 点 外 ,还 通过 线段 4H ,BH， 
CH 的 中 点 :通过 三 条 高 的 徘 是 , 它 是 名 副 其 实 的 九 点 圈 . 


30. 西 摩 松 线 


如 图 51, 译 和 仿 ABC 的 外 接 图 为 牟 口 ,从 彰 上 任 一 点 三 到 
s 村 下 
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三 边 作 重 总 ,看 足 分 别 为 号 ,EE 下, 则 DD, 三 点 共 线 . 

证 明 不 难 , 因 为 有 很 多 的 四 点 
共 圆 可 以 利用 , 例如 BB,P,D,F 四 点 
共 圆 , 瑚 , 忆 , 广 , 五 四 点 共 圆 .当然 还 
有 4, 忆 ,P:C 中 点 共 贺 ， 

于 是 

“PDE = /PCE— /ABP 

=180°— /PDF, E 

BAPDET-A PDF=180°,Wk DD, 
百 ,到 三 点 共 线 . 51 

这 条 直线 通常 称 为 西 摩 松 (Simson) 总 .实际 上 它 与 西 摩 
松 毫 无 关系 ,而 是 1797 年 由 华 莱 士 KW- Wallace) 首 先 发 现 
的 . 张冠李戴 不 仅 出 现在 中 国 ; 外 国 这 样 的 例子 更 多 ， 

上 述 鹉 摩 松 定 理 的 道 命 般 也 是 成 六 的 ， 

如 时 点 也 天 入 ABC 三 这 的 事 线 的 各 足 共 线 , 那 必 忆 必 
在 和信 4ABC 的 外 接 辕 上.， 

证 明 与 上 面 大 同 小 异 ,Imutatis mutaemdis, 


31. 欧 拉 公式 


欧 拉 (Euler， 1707 一 1783) 是 18 其 纪 的 科学 巨人 ,他 的 全 
集 长 丢 45 册 , 仅 目录 就 有 51 页 ,被 人 们 翟 为 “大 家 的 导师 

欧 拉 对 平面 几何 的 页 献 很 多 , 欧 拉线 、 欧 拉 图 . 欧 近 公式 、 
哆 近 定 香 ..” “ 

这 一 节 , 我 们 就 一 按照 拉 普 拉 斯 的 说 潜 "…“ 读 读 欧 
拉 ”, 专 门 说 一 下 欧 拉 公式 . 

设 和 六 及 BC 的 外 心 海 癌 , 内 心 为 1 ,外 粮 辕 半径 为 尺 ; 内 荐 

i 
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团 半 失 为 , 浆 记 放心 、 肉 必 的 距离 口 为 gq, 则 有 


d=—R’—2Rr. ‘DD 
OD 称 为 欧 拉 公 式 ， 
为 了 证 明 心 ,我 们 先 将 它 民 成 
R:— d=~2Rr. 人 


加 式 左边 是 点 了 对 于 @O 的 磊 : 过 图 内 任 一 点 卫 的 荡 外 
P 分 成 两 个 部 分 ,这 项 部 分 的 禾 积 是 一 
个 定 值 , 称 为 三 关于 名 O 的 桥 . 事实 上 ， 
如 果 将 Of 延长 交 贺 于 瑟 , ,那么 


R:—d’ ={(R+d) RR—d) 
~—{EO+ONDN OF— Of) 
=EIXIF. 加 
因此 , 设 47 变 加 口 于 时 , 则 图 52 
R:—a:—MIXIA. ey 


( 辐 也 可 以 直接 证 地 设 AM 的 中 点 为 N, 则 全 一旦 一 
MN— NP—(MN+TNID MN— NIy=MIXIA.) 


因此 ,只 需 证 明 
2Rr=MIXIA, 出 
或 写成 比 二 式 
2R IA 
有 一 ® 


为 让 定期 加 ,应 当 寻 找 两 个 相 
人 以前 三 角形 . 一 个 以 长 14,r. 为 按 ; 
另 一 个 以 长 2R,MMI 为 边 . 前 一 个 不 
难 找 , 图 53 中 的 和 ID4 就 是 ,DD 是 
内 切 圆 与 AC 的 切 点 .后 一 个 也 必 
须 是 查 角 三 角形 ,所 以 一 边 是 直径 


s 六 上 二 
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ML, 男 一 个 顶点 也 应 当 在 圆 上 . 和 MB 就 满足 要 求 . 
容易 证 明 
MB= MI 


利用 入 MBI= MIB= 总 (ABC+ /BAC)|, 


LMLB= ZNAD= 3 LBAC 


(M 是 BC 的 中 点 ). 
因此 司 成 立 ; 从 而 册 成 立 . 
因为 2 宇 0, 所 以 由 欧 拉 公 式 得 出 一 个 咕 产 品 , 即 
民 守 27. 
这 在 第 38 节 中 也 曾 说 过 ， 


32， 拿 破 公 定理 
据说 法 国 皇 帝 拿 厂 个 一 世 (Napoléon I，1769 一 1821) 发 
现 了 下 而 的 定理 : a 


以 任 一 三 角形 4BC 的 这 为 
边 向 让 必 正 三 角形 ,三 个 正三 衣 
形 的 中 心 0 组 成 一 个 正 
三 角形 (图 54). 
这 个 定理 有 许多 种 证 明 . 这 
里 介绍 一 种 (采用 “运动 "的 说 
法 )， 
“将 AC'4C 红 4 旋转 60, 则 本 
AC' 与 AB 重合 ,AC 与 AB' 重合 ,因此 CC=B'B. 
将 人 OM40; 绕 4 旋转 30", 然 后 按 比 铺 一: 1 放大 ， 


= = 
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则 吕 : 与 过 重合 ,OOs 与 局 重合 .因此 


Y 3 w 3 
3 


(ac 一 一 CC 一 B'B, 


治理 可 得 


O00,=0,0,= Cc C. 


所 以 入 .OO 是 正三 角形 . 

这 个 定理 有 各 种 等 价 的 说 法 ,例如 : 

以 任意 三 角形 4BC 的 边 为 底 向 外 作 底 角 为 30 的 等 腰 
三 角形 , 划 三 个 等 采 三 角形 的 顶点 O41,0s,0Os 组 成 正 
OODa， 

这 个 定理 还 有 各 种 变形 ,比如 : 人 A4BC 退化 为 线段 BC， 
4 为 BC 中 一 点 ;将 向 外 作 政 为 向 内 作 等 等 

这 个 定理 还 可 氛 加 以 推广 . 首先 考虑 四 边 形 4BCD, 以 
它 的 各 边 为 边 向 外 各 作 一 个 正方 形 ,连接 四 个 正方 形 的 中 心 
Oct 四边形 CO 不 是 上 正方形; 但 是 010; 一 
0:0,, 并 且 OO 上 OO 如 果 取 四 边 形 0,0:OyO, 各 边 的 中 
点 ,再 把 它们 连接 起 来 ,将 到 的 恰好 是 一 个 正方 形 (为 什么 ?请 
读者 自己 证 ). 这 样 看 来 ,对 于 四 边 形 需 作 两 次 :首先 以 各 边 为 
底 向 外 作 顶 角 为 -的 等 大 三 角形 ,连接 各 个 顶点 ,得 一 四 


边 形 . 再 以 这 个 四 边 形 的 各 边 为 底 疝 外 作 顶 角 为 二 0 x2 的 
等 腊 三 角形 (实际 上 就 是 取 各 边 中 点 ) ,连接 各 个 顶点 ,得 到 的 
一 定 是 正方 形 . 

推 而 广 之 ,对 于 边 形 需 照 此 作 (x 一 2) 次 ,各 次 所 作 等 用 
三 角形 的 项 角 为 


时 几 名 e 
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5 ， 3 x2， 2350 xs, a 3 x Cn—2), 
这 个 定理 称 为 道格拉斯 - 纽 票 定理 ,证 明 可 见 f 复 数 计算 与 几 
何 证 题 光 常 庚 哲 著 , 上 海 教育 出 版 社 出 版 ). 

有 超 的 是 ,上 面 的 必 图 颜 序 可 以 交 近 . 例如 对 四 边 形 ,可 
以 先 全 各 过 中 点 得 一 平行 四 边 形 ,和 疹 了 以 这 平行 四 边 形 各 过 为 
底 边 向 外 作 等 腰 直 角 三 角形 , 则 这 个 等 腰 三 角形 的 顶点 组 成 
正方 形 . 这 个 事实 是 不 难 证 明 的 . 


33. 蝴 赚 定理 


如 图 55, 在 加 口中 ， 设 呈 为 续 的 中 点 . et 
茸 AC ;BD. 连接 BC,AD, 分 别 与 苞 
EF 相 训 于 旬 ;:R; 惠 RP 一 PQ. : 

闭 形 像 一 只 遍 调 起 丘 的 蝴蝶 , 困 
此 ;上 述 结 论 也 就 称 为 * 糊 操 定 理 ”. 

蝴蝶 定理 的 证 法 很 密 , 但 都 不 太 
容易 . 我 们 还 是 利用 “对 称 ” 来 证 ， 

直线 OP 是 铝 虽 与 纺 五 玉 的 对 称 图 55 
轴 . 设 A 关于 OF 的 对 称 点 为 4. A' 当 然 也 在 局 O 上 , 面 R 的 
对 称 点 应 当 是 忽 , 关 以 应 有 

AZPA'Q~ /PAR=/PBC, OD 
从 而 4 ,名 ,了 ,有 应 当 四 点 共 图 (图 56). 

但 丸 的 对 称 点 是 急 * 正 是 要 证 明 的 ,不 能 甩 它 作为 很 据 
推出 中 及 有 关 的 四 点 共 戎 ;相反 地 ,我 们 村 由 四 点 共 图 导出 
人 也 ,从 面 及 的 对 称 点 是 已 . 不 过 , 民 的 对 称 点 应 当 是 外 ,启发 我 
们 去 证 A 和 ,@;P,B 共 戎 . 这 点 启发 是 很 有 用 的 . 
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要 证 四 点 共 圆 ,当然 要 用 鲁 的 
关系 ,中 是 要 证 的 ,不 能 用 . 能 用 哪 
现 个 角 呢 ? 

注意 由 A' 与 4 的 对 称 性 ， 

/A'PF= /APE, 
而 一 4'BC 正好 是 4 它 的 度数 的 一 
半 ， 


AC=AF+FCS=AEFC, 

所 以 A'BC= /A'PF. 
从而 三 ,BP;Q 四 点 共 贺 ,加 D 成 立 ; 久 是 民 关 于 OP 的 对 称 
点 ， 

硼 野 定理 有 各 种 变形 和 推广 ,一 种 最 常见 的 变形 如 下 : 

设 忆 为 申 O 让 一 点 ,过 也 作 划 线 4C ,BD. 吧 过 尸 作 OOP 
的 短线 ， 这 县 线 分 别 与 埋 线 ADs BC 村 展 , 总 则 RP=PO 
《图 9 


RR Pp 各 
图 #7 


证 法 与 上 而 基本 相同 { 垂 线 相当 于 芝 EF). 

蛮 蝶 定 理 的 一 船 情况 可 议 轰 述 如 下 ; 

如 果 直 线 上 与 二 天 曲线 CC 相交 玫 4 ,44; 与 二 次 岂 线 已， 
杜 交 于 By， 郑 妈 对 于 由 Cl,Cs 所 形成 的 二 次 出 强求 中 的 
性 一 素 二 次 上 出 线 ,说 它 与 了 的 变 点 为 DD ,DD,, 虽 

有 DA DAl: DaAs 
DB, : D,B, DB » DB, 


+ 归心 
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34. 平方 差 与 根 轴 


本 讲 但 绍 隔 种 轨迹 ， 
设 口 | :DD; 为 定点 . 动 点 也 到 口 ,,O; 的 距离 的 平方 差 
PO 一 POQi 一 定 慎 a， 
求 户 的 轨迹 ， 
线 蒜 的 平方 ,启示 我 们 利用 勾 股 定理 ， 
连接 CD 设 呈 癌 刀 os 所 作 垂 线 的 牌 足 为 恕 5( 转 58)， 出 
出 务 股 定理 ， 
QO —Q0:= PO — PO =a, 
设 OO,Os 的 中 点 为 CC, 则 


QO — RO? 
一 《Ca 《CD — tO, » Py CC 和 @ 0, 
= 0; X20C0: 图 58 
从 而 
= 以 
LQ OO 出 


为 定 慎 . 忆 为 定点 ;所 世 Q@ 也 为 定点 .了 在 过 忆 并 且 与 0， 
每 直 的 直线 上 . 

反之 ,如 果 书 在 所 说 垂 强 上 ,那么 

POI— POz#= QO — Oi, 

而 且 QO — QO =O00, x2CQ=4. 

因此 PP 点 的 轨迹 就 是 所 说 的 刁 线 ， 

对 于 一 个 加 ,过 己 作 直线 交加 于 4, 已 , 则 产 4， PDB 称 为 
已 关于 这 个 园 的 短 ( 图 59)， 

熟知 这 个 村 与 所 作 直 钱 的 位 置 无 关 ， 而 且 设 司马 的 半径 


a 此 二 
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59 
为 及 , 虽 不 论 记 在 图 内 或 圆 寻 ,所 说 的 突 
PAXPB= (PO— AO)X (POTOB)= PO— R’ 
CP 在 加 外 时 ,和 窒 为 正 ; 了 P 在 加 内 时 , 禾 为 负 . 如 果 你 不 交欢 将 
线段 与 正 负 联系 ;可 以 取 PO 一 R: 的 绝对 值 作为 矢 ). 
已 知 定 较 加 人 OOO;i1 动 点 P 卫 到 和 这 两 个 图 的 团 相 等 , 求 PP 
的 的 . 迹 . 
设 这 两 个 园 和 的 半径 分 别 为 于 1 fy 则 有 
POiI— POi=ri~ri, ， 
因此 P 的 轨迹 是 一 条 垂直 于 连 心 线 OO， 的 直线 , 这 条 直线 
称 为 根 柚 . 
当 吕 OO, 中 Os 相 切 时 , 根 轴 就 是 过 切 点 的 会 切线 . 
当 名 Oi,@O, 相交 时 ;: 根 轴 就 是 公共 荔 所 在 的 直线 . 


s BO"* 
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《四 ) 请 来 看 小 花 
35. 完全 不 用 三 角 


思维 有 各 种 方式 .算术 的 .代数 的 .几何 的 、 三 角 的 、……- 
各 有 干 秋 , 不 能 说 这 一 种 比 那 一 SEE 一 

种 好 ,或 者 某 一 种 比 另 一 种 头 , 正 NO 
各 人 小花 ,我 们 应 当 欣 赏 , 而 不 必 多 Ss 一 


加 训 肢 . 
如 图 60, 三 个 正方 形 排 在 一 
起 ,证 明 


图 60 


«二 BY=80°. 
本 题 用 三 角 可 以 证 最. 完全 不 用 三 角 ,怎么 证 ? 
”最 然 ec 一 45", 所 以 只 需 证 
明 ; 
B+ Y=—45°, 
为 此 我 们 再 作 三 个 正方 形 ,使 
8 与 7 可以“ 拼 ”在 一起. 
容易 看 出 一 BCE 一 
人 AFD=B= /ABG, 所 以 图 61 
ABC—= p+/AEBC=90., 
交易 知 4B 二 BC, 所 以 俯 ABC 是 等 虞 直 骨 三 角形, 即 
ACB=45°, 
8 二 7 一 45"， 


后 汪 


欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


36， 捷 卷 2 轧 


县 总 ,电影 .电视 中 常用 的 手法 ,其 实 “ 古 已 有 之 ” 中 国 的 
章 回 小 说 家 , 写 到 紧要 关头 ,或 者 “ 窝 知 后 事 如 和 何 , 且 昕 下 回 分 
解 ”, 或 者 故 弄 狐 狂 , 请 君 " 掩 着 一 思 ”. 

这 “ 挤 卷 一 思 ” 正 是 学 习 数 学 的 一 个 好 方法 . 过 到 问题 ,不 
宜 意 着 看 解 管 , 先 想 一 想 ， 

“怎样 去 解 ?”,“ 鱼 果 和 如何?* 
然后 对 跟 下 文 ,是 “和 被 此 暗合 ”,“ 所 见 路 同 ”, 还 是 “见仁见智 *， 
“各 有 和 干 秋 ”. 

坚持 “一 思 ”, 党 力 必 有 长 是 的 进步 . 

下 面 的 一 道 问题 ,请 您 看 完 题 目 后 掩 卷 一 思 . 

驰 千 四边形 ABCD 的 边 AB,BC,CD 与 DA 分 别 等 于 四 
过 形 A'B'C'D 的 这 A'B',B'C',C'D'S DA', 并 且 AB/ 
CD,B'C'YD!'A'. 证 阴 边 两 个 四 边 形 都 是 平行 四 边 形 . 

不 知 读 者 是 否 吉 到 困难 ;笔者 在 解 这 道 题 时 , 确 确 实 实 走 
了 些 查 路 ,然后 才 发 现 问题 是 一 个 几何 不 等 式 , 用 到 的 知识 极 
为 基本 ,起 关键 作用 的 是 三 角形 的 两 边 之 和 大 于 第 三 条 边 ， 

我 们 具 需 证 明 4B 一 CD. 如 果 结 论 不 成 立 , 不 妨 设 AB 六 
CD, BC DA. 


从 总 总 


| 
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如 图 62, 在 线段 4 号 二 皮毛 使 志 巨 一 CD, 则 四 边 形 五- 
BCD 是 平行 四 边 形 , 所 以 ED= BC.. 
同样 ,在 线段 卢 C" 上 联 下 使 BF=A'D' , 则 有 DF 二 A'B'. 
于 是 
AB—CD= AE>ED— AD= BC—AD=B'C'—A'D 
=FC>DF—CD=AB—C'D =—AB—CD. 
了 矛盾 ! 


37. 意料 之 站 


在 正方 形 ABCD 的 边 BC，CD 上 分 别 了 点 叶 ， 和 NN ， 司 得 
CMCN 一 4B. AM,AN 入 对 前 贱 BD 分 为 三 条 乒 径 , 证 明 这 
三 束 线 禾 一 定 能 粗 戌 三 角形 ,而 且 这 三 角形 有 一 个 角 湖 60". 

这 道 题 似 乎 需要 相当 复杂 的 计算 . 然而 ,有 一 个 优雅 的 解 
管 完全 不 用 计算 ,这 及 非常 出 人 意料 的 事 . 

考虑 以 正方 形 4ABCD 为 底 的 正方 侍 ALBC.D 一 ABCD. 
在 起 如 上 说 Nj, 在 AD 上 取 MM 使 ALN1 一 CM, AlM = 二 
CN. AN: 与 4.B 相交 于 忆 AM 与 A1D 相交 于 已 (图 64). 

- pe 二 站， 


= 5 = 
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由 于 A4.D=DB= .A418,; 所 以 DA1B=60*. 我 们 只 需 证 
明和 六 A41Pit& 的 三 条 边 怡 好 等 于 BD 上 的 三 条 线段 . 

易 知 MN 一 MN. 4M 一 CN 一 BC 一 CM=BM, 所 以 
AM, 一 AM. 同 理 AN, = 一 AN. 于 是 上 47 VS 六 4 ， 
人 MAN, 二 MAN, 易 知 AP, = AP, A 二 AQ, 从 而 由 
六 P14 守信 PA@ 得 Pi2 一 Pe&. 

及 由 XM 二 BM 及 正方 形 4BICD 与 BADC 全 等 , 立 
即 得 出 A1Pl 二 BP. 同 理 4% 一 DQ. 证 毕 . 


38. 平行 四 亡 形 


设 @ 口 的 狂 AC,BD 相交 于 尺 , 而 M,N 分 别 是 八 AKB， 
A 人 ACED A 求证 : 
OM=KN. OD 
先 来 画图 ， 昌 OQ 及 弦 AC，, BD 约 导 认证 五 点 亦 立 即 定 
出 .但 导 ,N 比较 难 作 .YM 在 弦 AB 
的 垂直 平分 线 上 .而 过 口 作 A4B 的 
垂 线 ,这 垂 线 必 平 分 4 互 , 所 以 1 在 
这 条 垂 线 上 . 同 理 NN 在 CD 的 ,过 OO 
的 垂 线 .上 (图 65), 
如 果品 成 立 , 那 冬 根据 同样 理 
由 应 有 


图 65 


ON=KM. 名 
Gi 儿 表 明 四 边 形 吕 MKN 是 平行 四 边 形 , 所 以 过 下 分 别 
作 直 线 号 卡 述 两 荣 垂 线 平行 ,得 出 的 交点 就 是 M,N. 
因为 平行 四 边 带 芍 对 边 相 等 ,所 以 只 要 证 明确 实 有 
NKEWOM, MK /ON, 也 


和 后 厂 * 
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心 就 成 立 了 . 为 此 只 要 证 
MK AB, MK CD. D 
注意 对 一 个 三 角形 ,机 如 K 
六 KCD, 外 心 六 与 项 点 的 连 线 NK 
与 边 KC 所 成 的 前 为 


LNKC=T (1 80°— ACNK) 


一 方 (180" 一 2 人 D) 


=90°— /DD, 
如 果 CD 与 CD 关于 KC, KD 
送 平 行 ( 即 C' CD, 新 四 点 共 贺 )], 那 妇 
ZUCHALANKC= /DANKC' 一 90". 
于 NK 与 CD 的 (关于 KC,KD 的) 北平 行 乒 垂直 . 而 A4B 正 
是 CD 关于 KC,KD 的 北平 行 线 , 所 以 
”NELABS. 
Ts 由 
”AZAZNKRC=/DTANKC—90° 
亦 可 直接 得 出 . ) 
同 现 MK CD, 于 是 全 成 立 ， 


39. 按 界 形 状 


质点 在 第 一 象限 及 正 ',y 轴 上 运动 .在 工 轴 上 的 达 度 为 
大 秒 名 个 渍 位 长 ,在 其 由 条 澡 的 过 麻 均 为 每 秒 革 个 革 位 长 - 质 
点 从 原点 出 发 ,运动 1 著 秆 , 求 它 陈 能 达到 的 到 城 的 边界 是 付 
世子 ep ad i ' 半 A 

+ 
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这 原 是 一 道 物理 竞赛 天. 后 来 被 玫 作 上 海 十 所 重点 中 学 
联合 考试 的 试题 

此 来 探索 -一 下 边界 的 形状 . 

说 工 轴 可 走 到 AC(2,0). 这 点 当然 是 边界 土 的 点 . 

以 原点 O 为 圆心 ,1 为 半径 在 第 一 象限 回填 圈 . 圈 周 上 的 
点 ,都 是 质点 可 以 达到 的 . 但 趣 不 一 定 是 边界 上 的 点 ,因为 质 
点 可 能 达到 更 远 的 地 方 ， 

质点 可 以 在 x 轴 上 行 1 种 (0 所 tz 所 1), 热 后 禄 一 条 在 第 一 
象限 的 射线 运动 (1 一 局 种 . 即 先行 到 8.(C2r,0) ,然后 行 到 以 也 
为 圆心 ,1 一 # 为 半径 的 国 ( 在 第 一 象限 的 部 分 1 上， 

于 芭 , 我 们 以 作出 这 些 转 (在 第 一 象限 的 部 分 ). 它们 的 
国 心 号 (好 ,0) 在 工 轴 上 ,半径 为 1 一 :而 0<esl( 当 上 一 0 时 ， 
即 以 原点 为 圆心 的 国 : 当 :一 » 

1 时 ,最 一 个 点 4)， I 

从 记 人 帮 的 图 ( 圈 67) 可 以 
看 出 廊 说 的 边界 由 一 二 国 弧 
与 一 条 线段 曝 成 . 

较 狐 在 以 口 为 国 心 ,1 
为 半径 前 国 上 , 从 (0,1) li 
到 点 f, 而 会 着 烤 为 30” 即 一 DOC 一 30", 击 线 上 朋 AC 与 以 
上 后 作 的 圆 玫 相 调 《在 往 分 几 短 由， 秋 4C 汶 壕 旋 园 的 包 
编 ). 

平 击 证 大 这 的 确 有 最 搞 求 的 边界 . 


最 六 DC 上 的 每 一 点 ,质点 都 能 到 这. 设 正 为 AC 上 一 点 ， 
过 下 作 AC 移入 线 , 变 + 都 于 及 ( 圈 68)， 
设 上 B= 二 各 , 删 旭 有 A 二 2 一 此 ,出 小 BAE= 二 30"， 


革 品 
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一 
有 FE 一斑 且 4 2 (2 27) 一 了 一 上 


因此 质点 从 口 沿 z 轴 行 上 秒 
到 ,再 语 BE 行 1 一 1 种 便 
达到 ,从 而 AC 上 每 一 点 ， 
质点 均 能 到 达 . 

稍 困 难 一 点 的 是 证 明 质 
点 不 能 “以 出 ”上述 边 界 . 

仍 用 图 68. 质点 沿 > 轴 0 
到 B 后, 如果 沿 直线 BE' 前 进 . 设 BE' 交 AC 于 包 . 郑 么 由 于 
射线 大 于 垂 线 ， 


BE' >~BE=]—1i. 
所 以 质点 不 能 沿 BE' 游 出 上 述 边 界 . 


如 果 质 点 到 号 后 , 沿 直 钱 BC' 前 进 . 设 BC' 交 DC 于 C', 屠 
公 在 六 COB 与 人 COB 中 ， 
C'O=CO=1, 0B8=08, LC'OB> LCOB, 
所 以 
BO >BC~>BEQ~1—t, 
因而 质点 也 不 会 六 BC 六 出 上 述 边 界 . 


综 上 所 述 ,BC 与 线 眉 CA 组 成 所 求 的 边界 . 


40. 求 角 的 和 值 (一 ) 


求 和 角 的 值 ,也 是 常见 的 问题 . 
证 玉 为 上 产 4PC 内 一 点 , AB 一 BC,AABCS=80°, .APAC 
一 40°, /ACP 一 30" ,未 BPC.， TR 
本 S59 站 
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本 题 的 解 并 不 容易 . 用 三 角 当 然 可 做 ,但 我 们 更 希望 纯粹 
几何 的 解法 (三角 解 法 抑 本 节 后 半 部 分 ). 而 纯 用 几何 ;没有 正 
确 的 想法 ,将 会 陷于 窒 境 , 达 不 到 目的 ,做 了 半天 ,“ 犹 隔 莫 山 
一 万 重 ”. | 

首先 应 画 一 个 正确 的 图 . 由 
于 BA 二 BC, 这 个 三 角形 是 以 
AC 为 底 的 等 原 三 角形 ,所 以 五 
应 夯 在 中 则 ， c 广 A 

这 样 的 图 启发 我 们 利用 对 
称 性 , 先 作 出 对 称 轴 ,也 就 是 高 
BD. 设 BD 交 CP 于 玉 , 连 接 AE( 图 69)， 

注意 八 ABE. 显然 

PEA=/ECA+A/EAC=2?X30°=60°, 
PEB— /CED=™ 60°, 


所 EB PE 平分 AEB. 
站 
/PAE=LPAC— /EAC=40°— 30°=10°, 
LPAB=LCAB— LPAC— 40°— 10°, 


所 以 PA 平分 人 EAB. 
因此 请 是 人 ABE 的 内 心 (这 是 本 题 的 关键 }， 


1 


LPBE= /EBA=- S 


X40°=20°, 
从 而 
“BPC—180°— A 人 PEB— /PBE 
=180°— 60°——20°=— 100", 
不 用 对 称 性 ,当然 出 可 以 做 ,但 不 如 上 法 简单 . 
。 有 六。 
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三 角 的 解法 思路 直接 ,但 稍 纂 ,优美 性 不 及 圭 面 的 几何 解 
法 . 我 们 将 它 附 在 下 耐 ， 
设 二 EBPC 一 a, 则 
RPA=360°—a— 人 CPA=250°"—a, 
由 正 粥 定理 
BC sina BA _ sin(250°—&) 


EP sin20°’ BP sinlG  ， 
所 以 
sine sn(250°—&) ， 0 
Sin20° sinlo° 
即 
区 s 
从 面 
Zeosl0°sinta— ?0°) 一 Si 二) 
击 积 化 各 善 得 
singfa 一 50 十 sinfa 一 802) 一 sina， (DD 


移 项 (注意 使 下 一 步 产 生 特殊 骨 30" 的 正 莹 ) - 

sinta— 80°) ==sine—sin(a—60°), 
由 和 差 化 积 得 “ 

“ai 一 80) = 2sin30°cos (ta— 30°) =costa— 30°),， 
凤 : 
sinta—80")=sin(l120°—a), 
从 而 ， 
a— B80°=—120 —ar 
t=100". 
-G1 - 
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如 上 果 注 普 到 a 二 100" 是 忆 的 和解 , 恒 可 以 由 


sin(a— 70°) ,CS 
es 一 一 一 DOS70 一 一 
S1Nnd wii 


Sirn70” 


是 严格 增 销 数 ( 因 为 一 cota 严格 增 } 立 即 得 出 a==100" 是 唯一 
解 , 不 必 再 经 过 加 ,由 等 等 去 求解 . 


41. 求 角 的 值 ( 二 ) 


A 六 ABC 的 角 平 分 线 AB,BE 分 别 交 BC,CA 于 DD,E,DE 
平分 人 ADC, 求 A. 

本 题 的 图 ,如 果 不 刘 道 辣 论 ,; 当 然 不 易 表 得 准确 . 不 过 ,可 
以 先 面 一 个 草图 帮助 思考 - 

题目 不 算 难 ,但 我 曾经 在 不 少 场 侣 给 不 同 的 对 象 ( 教 
师 .大学生 .中 学 生 ) 仇 过 .能够 找到 最 薪 单 的 解答 的 人 并 不 
多 . 

仔细 观察 你 的 图 ， 从 各 个 角 上 谍 去 看 . 特别 是 看 一 看 
六 ABD( 而 不 是 不 来 的 六 ABC)， 那 么 就 会 发 现 信 ABD 的 一 
条 内 角 平 分 线 BE 与 一 条 外 和 角 平 分 
线 DE 相交 于 五 .所 以 丽 是 这 个 三 
角形 的 旁 忆 ,从 而 AC 平分 
人 人 FAD. 得 AD 又 平 分 人 BAC, 所 


以 BAD 是 平角 的 地， 六 BAC 是 


图 70 


平角 的 过 , 即 120"( 图 70)， 
本 题 的 关键 只 有 一 句 话 : 碧 是 入 ABD 的 旁 心 . 在 5 一) 
中 ,我 们 曾 用 到 三 角形 的 内 心 , 现 在 科 用 旁 心 ;可谓 “ 蜡 曲 同 
四 本 | 
* 
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42. 求解 的 值 【《 三 ) 


在 六 ABC 中 ,4B 一 BC, 4BC 一 80", 己 点 在 六 4PBC 内 ， 
并 且 玫 PAC 一 10", /PCB=—20", 求 ABP.， 

本 题 原 是 北京 大 学 出 版 的 数学 奥林匹克 # 初 中 版 初 二 分 
册 的 一 个 如题 . 书 上 答案 是 ?0", 但 恕 何 推 出 却 不 得 而 知 ， 
1998 年 在 四 川 彭 州 讲 课 , 有 位 听课 的 老师 阿 我 怎样 解 . 这 套 
书 虽 人 然 是 我 主编 的 ,但 这 一 册 并 不 是 我 写 的 , 即 司 是 我 配 的 ， 
也 不 能 保证 每 道 题 都 能 当场 解 出 来 ,幸而 这 题 与 第 40 节 相 当 
类似 , 画 同 样 的 和 4BC ,并 作对 称 轴 ， 很 快 就 解 出 来 了 . 谁 知 
这 次 写 书 时 却 竟 然 愁 记 原 来 的 解 
法 , 想 了 好 一 阵 才 得 到 一 种 解法 ， 
但 它 肯 定 不 是 原来 的 . 我 先 将 这 
次 得 到 的 解法 写 在 干 面 : 

设 AP 交 BD 于 E, 交 BC 于 


NCP 交 BD 于 F, 连接 AF{ 图 
71). - 基 ?1 


| 村 


易 知 FAN=30" 一 10"=20" 二 FCN, 所 以 FA,C,N 
四 点 共 图 ;CFN= 人 人 CAP 二 10°, 

LACFD=90°— 30°= 60°, ANB =50°4+10°= 60° ,所 
以 了 ,F,B,N 由 虚 共 国 , 一 PBC 一 一 CPMN 一 10"， 

”从 而 ABP 一 i 一 10*=70", 

上 而 的 解法 用 了 两 次 四 点 共同 ,显然 不 是 我 原来 的 解 洁 ， 
辜 来 的 解法 更 简单 些 ,但 实在 想 不 起 来 ;幸而 我 到 当年 的 日 
记 , 况 然 有 记录 (应 当 养 成 习 惯 , 将 有 趣 的 问题 与 解答 都 记录 
下 来 , 否 赠 事 过 境 迁 ;再 也 答 书 起 来 ). 源 来 的 肝 尾 如 牵 : 


s 后 总 
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辅助 线 如 图 72 ,出 
FPA= /PCAT+APAC 
一 10° 十 (50°-— 20°) 
~—40°— /FBA, 
FAP=/FAC— /PAC a 
= PCA /PAC 图 72 
一 [50 一 20")》 一 10" 一 20?， 
FAB=—50°—10—20°—20°— /FAP, 
所 以 AFAPEOANFAB,FP=FB. 从 而 FBP= /FPB 
二 20 十 人 PBC. 结合 FBP 二 XPBC = 二 40F, 即 得 人 人 FBP = 
30° ,从 而 ABP=70"， 
两 次 的 解答 不 同 ( 人 的 思维 的 确 难 以 捉摸)， 前 一 人 国光 
出 点 N( 与 点 E)， 引 向 另 一 傈 路 了 . 


的 值 《( 四 ) 


= 


求 轩 73 中 的 了 是 名 小 度 . 

这 道 题 , 可 以 用 三 角 家 ,但 我 们 重 和 希望 不 用 三 角 的 解法 ， 

注重 A 人 ABC 是 等 稻 三 角形 
(ABC= /ACB), 所 以 我 们 作 
高 4 五 (对 称 轴 ). a 

接 下 去 怎么 办 呢 闻 

将 和 仿 ABE 以 AB 为 对 称 轴 刷 
转 袜 入 并 百 局 (图 74)， 
U BE'—BE=—BC. | 
注 砷 六 BCD 也 是 等 展 三 角形 (一 BCD 一 BBC) ,所 以 


十 后生 = 
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1 


BE' = BD. 
我 们 希望 D, A,E' 三 点 共 
线 ,这 样 就 立即 得 出 人 ADB 一 
30*, 但 DD,A, 请 共 线 必须 证 明 ， . 
不 能 直接 利用 (虽然 它们 的 确 共 


线 ) 
为 了 绕 过 这 一 障 查 ,我 们 自 了 向 BE' 作 卉 线 , 设 和 型 足 为 
E". 注意 
DBE”~ 48°+12°=60°, 
所 以 
BE"~ BD=BE', 


从 而 E" 与 E' 重 合 .D 在 过 EFE' 的 BE' 的 各 线 EA 上 ; 即 口 ,A， 
三 点 共 线 . 

三 角 证 法 如 下 : 

设 BOC=1 | AB— Fi 

设 所 求 的 和 角 为 a; 则 在 A 仿 ABD 中 ,由 正弦 定理 


1 .Sno 全 
2cosd8"” : sin(t180°—12°—&}y ” | 
从 大 
2cos48°sina—sin(168°— a). 
积 化 和 差 得 
Sina 十 48 一 Sint168" 一 ay — sin(e — 48°) 
一 2cosf0°sint108 一 a) 
一 sint108” 一 a}, 
于 是 le i 


二 站 5 = 
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a 二 48* = 108°—&, 
r= 30°, 
上 面 将 sin(a 一 48") 移 项 是 为 了 得 出 特殊 明 的 三 角 丙 数 
慎 cos60". 
也 酚 由 吕 的 右边 是 的 严格 递增 栈 数 ( 它 的 倒数 


LE 0 一 《sin168"}cota 一 cos168° 严 格 递 减 ) ,立即 得 
出 人 只 有 一 个 解 . 而 不 难 验 证 30* 是 它 的 解 , 所 以 a 一 30°, 


44。 一 道 习 题 的 编制 


1978 年 ,我 在 中 国 科学 技术 大 学 报 少 年 班 试题 .我 们 着 
望 推陈出新 ,从 老 题目 中 帮 出 些 新 花样 来 . 为 此 考虑 一 个 三 楼 
锥 4 一 BCD , 沿 侧 棱 AB,AC,AD 葛 开 并 情 平 (在 15 节 里 我 
们 也 是 这 样 做 的 )- 如 果 楼 锥 的 高 是 41 ,那么 A1M 与 BC 垂 
直 相 交 于 他 ,并 且 A,M 在 诛 来 的 棱锥 中 是 BC 边 上 的 斜 高 ， 
同样 ,MA CD,MA; | BD. 这 
样 , 我 们 就 可 以 编 出 一 条 问题 ; 

如 图 ?5,， AB 二 BA, AC 
~CA,, AD= DA,, 外 A:, A:, 
4 分 别 恬 BC,CD,DB 的 各 
线 , 求 证 三 条 各 线 共 点， 
或 等 价 地 ， 

直 基 于 向 人 BCD 的 三 这 
作 竺 贱 , 并 且 在 重 线 上 分 出 至 
A :如果 A1B 二 BAA,AC=Cd; ,求证 AD== DDAs. 

间 题 编 出 来 了 ;对 不 对 呢 ? 怎样 证 呢 ? ; 


4 必 中 


欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


如 果 能 把 图 75 重新 折 起 来 还 原 成 三 楼 锥 ,问题 就 解决 
了 ,但 三 棱锥 同一 个 顶 解 处 的 两 个 面 角 之 和 大 于 第 三 个 面 角 ， 
如 果 一 4BC, 一 433D 都 很 小 , 那 就 不 可 能 将 图 75 折 成 一 个 
三 究 锥 . 所 以 还 得 另 找 办 法 . 

这 里 有 很 多 疏 线 ,很 自然 地 想到 名 股 定理 . 不 难得 刘 

DA — DM:= CA: — MC: 
一 C4 — MC: ~ BA: — MB? 
— BA: — MB: = AD’: — MD:, 
因此 ， 
DA,=AD. 

这 样 问题 就 解决 了 .更 进一步 ,可 以 把 已 知 的 等 式 A1.8= 
BA CA =A， 收 为 不 等 式 人 AB 宇 BAs CACCA,: 结论 疏 
为 DA: 池 有 4DD ,证明 仍然 适用 . 

这 里 的 三 角形 还 可 以 改 成 n 边 形 . 


45， 相 切 的 图 串 


如 机 ?6 人 Co 全 C 弟 径 均 为 1, 豆 相 外 十 并且 击 与 直线 { 
相 茹 . 作 名 Ci 与 局 Co 中 Ci 外 
其 并 二 与 相 切 1 必 忆 CC 与 


Cs, OC 外 若 , 并 且 与 1 相 A 
著作 四 C， 与 加 Cn 人 >、 | 
加 C._1 外 若 并 且 与 1 相 若 . 求 

G@C。 的 半径 ri， 图 ?76 


我 们 首先 考虑 图 77, 设 面 加 外 切 半 径 为 r,r', 第 三 个 图 
与 前 两 个 贺 外 切 ,半径 为 z, 这 三 个 贺 又 都 与 直线 ?7 相 切 ， 那 


BF* 
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人 么 这 时 有 
AB~= (ri ri— (rr— rm2 vr, 
BC—2vrY, 
AC=2Yrr'. 
于 是 | 
Vrrt rr Yr, 
即 
de " 
这 样 , 在 开始 所 说 的 问题 中 ， 


1 1 
-+l ® 


由 于 六 一 1, 可 逐步 算出 王 一 二 ,…… 假 定 已 有 -一 
让 二 ;那么 由 @ 立 即 得 到 7 一 与. 根据 归纳 法 ,+, 一 十 


nm 


如 果 在 前 面 的 图 70 中 , 心 C 与 已 CGOC 计 切 ;名 CC 与 


C2, DC; 外 切 和 er OC, 与 外 COGC， :外 切 和 1 这 些 
匮 都 与 所 相 切 ,这 时 台式 成 为 - 
» Bs 
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Ni W rr 一 1 Tn 
于 是 
一 下 uD 
其 中 F, 满足 
FF Fr. 二 


并 且 一] 一 1 一 2 ma 一 1 一 le 一 二 | 
炉 是 着 名 的 斐 波 那 契 数列 , 它 的 通 项 公式 为 


F,= -二 | | 
于 是 这 人 
Fi 2 一， Fi 
-| 


46. 阿 基 米 德 的 一 个 定理 


大 科学 家 阿 基 米 德 对 几何 有 很 多 研究 下 面 就 是 他 发 现 
的 一 个 定理 


。 设 和 人 ABC 的 外 接 轩 的 线 ACB 的 
中 点 为 M. 自 肝 向 AC,CB 中 较 长 的 
一 条 引 荔 线 , 设 委 足 海口, 则 也 平分 
新 二 AC 十 CB 的 长 ， 
设 AC 放 CB, 要 证 . 
.AD=DC+HCAR.: .©® 图 78 


作业 
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以 2M4 为 圆心 ;JMA 为 半径 作 圆 , 交 AC 的 延长 线 于 只 , 则 
ANB== 广 人 AMB= 计 人 ACB. 


于 是 CBN 一 /ACB 一 A 人 ANB 一 /ANB, 从 而 
DN=DC+CN= DC+CB. 
由 于 MD 是 AN 的 弦 心 距 , 所 以 
AD—=— DN = DC+CB. 

进一步 还 有 下 面 的 结论 : 

在 图 79 中 ,如 杂记 是 AB 的 中 起 , 那 双 CDD 称 为 和信 ABC 
的 周 长 平分 线 . 类 候 事 ,可 以 定义 另 
两 条 周 长 平 分 线 , 则 这 三 条 周 长 平 
分 线 交 于 一 虚 . 

证 明 如 下 : 

在 图 79 中 ,CD 是 八 ABN 的 
中 位 线 , 因而 C'D/ BN. 由 于 
人 ANB 一方 LACB, 所 以 C'D 与 
ACB 的 平分 线 平 行 . 

和 六 AABC 的 三 个 中 点 所 成 的 三 角形 AB'C 中，C"D 是 
人 ACB' 的 平分 线 ， 其 他 两 条 和信 4BC 的 周 长 平 分 线 也 是 
六 A4'B'C' 的 角 平 分 线 . 因此 这 三 条 周 长 平 分 线 变 于 一 点 . 


< 47. 平分 周 长 


”在 第 46 节 , 已 经 介绍 过 平分 局 长 的 直线 , 下面 一 道 1999 
年 萌 际 城市 竞赛 三 恰好 与 此 有 关 ， 

如 图 80, 设 天 ,工分 别 为 八 4BC 的 两 个 考 切 图 在 边 4C， 

CB 上 的 切 点 . 连结 4AB 的 中 点 与 下 工 的 中 虚 . 证 明 这 条 直线 ; 


sn 个 
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图 80 图 站 


Ca) 芋 和 六 ABC 的 周 长 分 为 两 半 ， 

tb) 平行 于 ACB 的 平分 线 . 

设 48,KL 中 点 分 别 为 厂 , 五 ;直接 证 明 DE 满足 ta)，,(b) 
不 易 措 手 . 我 们 设 开 点 在 BC 上 并 且 与 局 平分 和信 ABC 的 周 
长 . 转 而 证 明 口 ,区 ,下 共 线 , 调 且 这 条 直 弘 平行 于 ACB 的 平 
分 强 CQ. 

由 第 46 节 ,; 我 们 已 经 知道 DF WCQ. 因此 只 需 证 前 
EF/HCE. 

设 直 线 48 与 所 说 两 个 旁 切 图 的 切 点 为 时, 直线 AC 
与 BC 边 的 经 切 圆 相 切 于 MM (图 红 ). 易 知 

AB+ BL=AM= AM'=AC+CL, 
所 以 


AM= AM ABtACHBC _, 


BL=s— AB. 
同型 
AK=BN— AB=s— AB. 
as Fl 
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于 是 BL 二 AK ,而且 
LF=FCT，CEK. DD 

对 于 入 CKL,EF 是 平分 周 长 的 直线 并 且 直 是 边 KL 的 
中 点 . 于 是 ,由 上 节 阿 基 米 逢 的 定理 ,EF /CQ. 从 而 结论 成 
人 ， 

从 上 和 而 的 证 明 还 看 出 五 到 两 个 旁 切 图 的 切线 相等 ,四 又 
表明 上 F 到 这 两 个 旁 切 加 的 切线 相等 . 从 而 DD,F 都 在 这 两 个 
较 欧 枢 困 上 . 换 句 话说 ,平分 周 长 的 直线 DF 就 是 两 个 旁 切 贺 
的 根 轴 . 


48. 学 校 选 址 (一 ) 


如 图 B22;A,BC 三 点 分 别 表 示 三 个 村 庄 . 准备 联合 办 一 
所 学 校 , 如 黑 三 个 村 庄 上 学 人 烧 的 比 是 3:2:1, 敢 么 学 校 应 
变 在 哪 于 才能 使 学 生 所 走路 帮 的 和 和 最少? 即 求 一 点 卫 , 司 得 

3* PAT+2* PB+1l*: PC 二 

最 小 ， 

本 题 是 日 本 的 小 学 算数 竞赛 
的 试题 . 算数 竞赛 由 日 本 访 卖 新 闻 
社 与 算数 竞赛 委员 会 主办 . 委员 会 
的 会 长 是 著 省 数学 家 , 菲 尔 兹 奖 获 
得 看 广 中 平谷 (日 本 已 有 3 各 数学 
党 获得 过 菲 尔 兹 奖 , 他 们 是 小 平 邦 g2 
彦 、 广 中 平 佑 、 森 重文 ). 扩 中 平 佑 
号 过 一 本 自 屠 ¢ 奇 点 的 消解 了》, 根 受 读 者 欢迎 . 

图 83 是 日 本 第 一 届 算 数 竞 赛 表 彰 仪 式 , 中 座 者 是 广 中 平 
佑 . 轩 84 是 广 中 平 人 在 第 二 届 算 数 竞 赛 开 昔 式 上 致词 . 


bs 地 是 
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和 


二 
Ls 
i 


图 型 


现在 回 到 学 校 选 址 的 问题 ， 
管 案 厦 学 校 应 选 在 4 点 .因为 对 尾 一 点 三 ,都 有 
人 
= 2PA+ PB)+ (PA PC) 
= 2AB 十 AC. 
而 且 最 后 的 等 号 仪 在 天 与 4 重合 时 成 立 . 


a 
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本 题 只 利用 了 最 基本 的 几何 和 不等式 ， 
三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 . 
关键 之 处 是 注意 
3 一 2 十 1. 

如 果 设 有 这 样 的 等 式 成 立 ,问题 就 复杂 得 多 (请 看 下 一 节 ). 但 
是 ,我 们 于 万 不 要 把 简单 的 问题 复杂 化 ,做 小 学 间 题 不 要 搬出 
许多 定理 .公式 ,就 像 一 个 小 小 的 民事 纠纷 ,不 必 出 动 坦克 、 飞 
机 一 样 . 解 题 时 , 想 得 过 分 复杂 也 是 不 好 的 . 


49、 学 校 选 址 5 二 ) 


村 一 般 过 , 设 村 庄 4 本 ,CC 分别 有 产 :dr 站 学生, 学 校 应 
设 在 何 处 ,才能 性 学 生 上 学 所 走 的 总 路程 为 最 小 ? 

设 学 校 在 己 点 ,问题 即 求 

pxPA+gXPB+rxPC CT 

的 最 小 慎 ， 

这 就 是 一 般 的 斯 南 纳 (‘Steiner} 问 题 . 当 bp 一 g 一 r 时 ,等 案 
是 等 拥 中 心 5( 即 满足 二 4P8 一 一 有 PC 一 CCPA 一 120?" 的 点 
P, 也 称 为 费 马 点 ) 或 入 ABC 的 项 点 ( 当 二 4 之 120" 时 , 王 就 是 
点 国 )， 

设 这 9 衬 r. 如 果 p 之 9 十 r, 那 么 与 上 节 相 辣 , 管 案 为 A 
点 : 设 这 9 十 7r. 这 时 pygsr 组 成 三 角形 , 设 这 个 三 着 形 的 角 
为 a,B,7. 

如 果 及 过 180° 一 gw;B 之 1890" 一 户 ,CC 之 180" 一 7, 赤 必 在 
六 ABC 内 存在 一 点 了 , 注 足 

BPC=180°—a, /CPA=180°—P, APB=180°—7 

《以 BC 为 诡 , 在 4 的 同 灼 作 含 和 外 为 180" 一 a 的 号 形 殖 . 叉 以 


= 林业 
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C4 为 底 ; 在 BB 的 同 侧 作 含 角 为 180? 入 
一 六 的 弓形 狐 , 两 个 号 形 红 的 交点 即 
是 满 是 上 式 的 卫 )， 
我 们 证 明 这 个 P 使 山 达 到 最 小 . 
如 图 85, 在 AP 延长 线 上 取 久 ,使 8 
PQ=$ XPB. 
再 取 民 , 司 


QR= XPC. R 
P " 图 85 
则 


pxXxPA+gxXPB+rxPC 
a PA+ 和 x PB 十 二 x PC) 
— px AR. 
而 对 性 一 点 P' ,以 BP 鸭 一 边 作 角 为 a;B,Y 的 三 角形 
BP'Q', 则 
Po sh, 
=x 
BQ' 一 一 X P'B. 


由 于 入 BPQ 也 与 角 为 «a,B,7Y 的 三 角形 相似 ;所 以 BQR 
二 180" 一 & 二 BPC, 入 BPC 与 入 BR 相似 . 从 而 不 难 推 出 


ABP'CHABQ RO R= XP'C. 于 是 


FZxPAT-gxPB+rxoC 
— px (PAPO 和 TER) 
2 px AR 


® 了 与 = 
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px PATgax PB+r wx PC, 


这 就 证 明了 所 作 的 P 使 凤 达 到 最 小 . 

如 果 A 过 180°" 一 x,B 之 180° 一 户 , 亿 之 180° 一 7 不 全 成 立 ， 
那么 不 妨 设 B 实 180* 一 8( 这 时 和 荔 两 个 不 等 式 均 成 立 ). 

我 们 证 明 8B 使 岂 为 最 小 , 即 

px PATtgx PB+rx Pc 
=pxX BATrYX BC 

为 最 小 . 

如 图 86, 作 一 CBR 一 8, 并 取 只 ,使 BR 一 BC, 则 

pxXBA+rXBC 

~ pX(tBA+BR). 

对 入 ABO 内 一 点 P', 作 
BPR ,使 人 PBGQ'= 有， 
BP': BQO'=p :rtm BP'Q 
二 YY，ABY'P'= 一 &). 局 知 
ABRQA'W ABCP', RQ'= 


记 P'C- 所 以 图 3 
pxXPA+gxXPB+rxPC 
— px PAP +AQ'R). 
折线 了 有 4 十 PW 十 RR 汪 折线 AB 十 BR， 
所 以 
pPXP'ATgXP'BIrXPC>pXBATrX BC. 
当 P' 在 其 他 位 置 时 ,利用 外 围 的 折线 长 大 于 里 面 的 凸 折 
线 的 长 (可 能 内 到 P'A 十 PQ' 十 太 R>AQ' 十 人 @RR, 其 中 仿 ' 的 
意义 同上 ), 同 样 可 证 BB4 十 BR 比较 小 .于 是 B 使 加 为 最 小 . 
+ 7 和。 
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50. 黄 藉 分 饼 (一 ) 


黄 闫 带 了 6 个 小 孩 到 桃 奢 锅 旅游 - 
中 午 联 出 一 块 三 角形 的 饼 分 给 大 家 吃 , 其 中 有 一 个 叫 杨 
过 的 孩子 特 副 挑 删 ,希望 他 分 到 的 一 鞭 不 煞 不 少 , 愉 好 是 整个 


1 A 
饼 的 二 

黄 其 拿 起 刀 来 , 连 臂 三 刀 将 饼 
分 成 7 块 ， 

“杨过 ,你 拿 中 间 的 一 块 , 它 刚 
好 是 方 ， EE 

请 器 : 商 攻 是 怎么 分 的 ? ea 


到 万 , 丘 , 严 为 三 边 的 点 ,并 且 BD~— 二 BC,CE=CA, 


AF— 计 AB. 
MG 
根据 第 7 节 所 说 ，E 亲 一 可 有 以 ， 
3 3 92 
A 


之 
二 一 了 DAABC: 


SS aap a 
因此 


Sacm=| 1 3 了 jjSanac 一 末 Sanec、 


s 下 了 
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51. 黄 蔬 分 饼 ( 二 ) 


这 次 黄 鞭 还 了 8 个 小 孩 和 一 顽 四 边 形 的 饼 . 要 将 饼 分 成 
9 块 ,中 间 一 抉 怡 好 是 (整个 鲜 的 ) 
] 


1 
请 问 黄 医 是 怎么 切 的 ? 她 在 

么 能 保证 中 间 一 效 恰 好 是 二 ? 
设 四 边 形 ABCD 是 鲜 . 将 每 


边 都 三 等 分 ,然后 连结 对 边 的 相 

应 分 点 得 四 条 直线 ( 横 商 刀 坚 铀 刀 ). 可 以 证 明 中 得 一 块 怡 好 
1 

是 十 
事实 上 ， 


1 
D BCA, 一 本 六 和 Br4 


1 
六 Adpcz 二 何必 waCD， 
所 以 
_1 上 
Dasca Tt Saapc,™ a (Sascat Sd aacD) = 二 AP: 


障 信 mac,a Han ca rac 


| stl = ac ac : 


所 以 
DAAC SAACA) TT SAC,AC, 
一 Sa 一 计 x 1 一 圭 | Apc 
#7 
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一 于 Saaon. 
如 内 能 够 证 明 工 ,下 为 4iCa 的 三 分 点 :M:N 为 4zCi 的 
三 分 所 ,那么 就 有 
5awnwx 一 于 Sauac 一 二 Shacp， 


注意 41D,/BD/ BiC;; 便 有 
AL,_ AD _ AD, BD 


LLC, BC, BD BC: 
lx3-1 
3 2 2 
即 
A 1 
AC: 3 


同 旭 (可 以 用 dB AC/ DC;) 
Kt, 1 af NCO, 


AC; 3” A Ay, 
于 是 结论 成 立 ， 
更 一 般 地 ,如 果 将 每 边 等 分 为 2 十 1 份 , 连 接 对 边 相 应 的 


分 点 , 那 之 中 辐 一 块 是 整个 四 边 形 的 3 十 了 


. 52。 和 改 A*? 


如 果 忆 是 稚 心 , 即 商 AD, BE,CF 的 交点 ,那么 易 证 


六 AEF ,A 俯 BFD,A 信 CDE 的 让 接 图 交 于 一 点 (图 89) ,而 且 
PD _BD PE CE PEF AF 
PE AE’' PF BF’ PD CCD.' 
反 坟 来 ,PP 是否 是 惟 心 ?+ 即 


= 了 有 
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让 门 , 瑟 ， 开 分 别 是 三 角形 4BC 的 边 BC CS， 4 上 的 


点 ,A 人 AEF, A 和 BFD, 人 CDE 关外 楼 贞 
阅 变 于 一 点 五 ， 而 县 
Pp_ BD PC 区 
PE AE’ PF BF'’ 
PF _AF 
FD OD?’ # 


是 否 有 AD,BE,CE 是 三 角形 ABC 
的 三 条 高 , 即 忆 是 重心 了 

本 题 看 似 容易 , 却 不 易 下 手 , 特别 变 注 意 不 可 假定 AD， 
二 记 CF 都 过 点 三， 

入 AEF ,入 BFD, 和 CDE 的 外 接 固 交 于 一 点 了 ,这 一 条 
件 没有 多 大 用 处 .实际 上 ,不 论 万 ,下 ,正在 三 边 上 的 位 置 如 
何 , 相 应 的 三 个 加 都 交 于 一 点 ,这 就 是 著名 的 窗 克 CMiquel) 定 
理 . 当然 ,从 四 点 共 图 可 以 推出 


图 ”83 


BFP=/AEB | OD 
等 等 . 但 中 只 能 导出 
BFP=1I180°— /PEC, 节 ) 
而 不 能 导出 
BFP= /PEC. Ey 
相等 的 比 
了 六 DBDPD PE CE PF CAF ey 
FE AE' PF Br’ PD TD 


是 至 尖 紧 腕 的 条 件 . 我 们 希望 利用 它们 能 得 和 相似 三 角形 . 然 


: ABPF NANCPE. (全) 
要 得 出 相似 三 角形 ;具有 延长 PF 到 局 ,使 
FCO' = PF. g E 


ss 池 的 二 
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这 样 , 自 逢 -一 忆 攻 及 LC'FB8 一 LPEC 可 得 
AC'FBNOAPEC, 人 

具 而 

/BC'F= /CPE. 
同 理 , 

ACF= /CPD. 
了 以 上 两 式 相 加 得 

BCA /DPF 

=180°— ACB. 

于 是 点 C 在 入 ABC 的 外 接 
圆 上 . 这 一 点 在 我 们 意料 之 中 , 姑 
为 如 果 CF 是 高 ,延长 它 与 外 接 国 相交 于 C ,那么 PC 一 PR 
{第 24 节 ). 

由 于 名， 


图 90 


CBF~ /PCE, 
而 由 辣 强 上 的 圆周 角 相 等 有 
| CBF=/ACCA., 
比较 以 上 两 式 即 得 C,P,C' 共 线 , 从 而 CC,P,F,C' 在 一 条 直线 
上 ，， 
周 理 ,可 证 号 ,已 ,五 共 线 , 广 是 
ZBPF= /CPE= /BC'F, 
从 而 入 BPC' 是 等 腰 三 角形 , 底 边 PC 的 中 线 BF ]PF, 即 CF 
是 入 ABC 的 商 . 
同 理 ,AD,BE 也 是 入 ABC 的 高 ， 
本 题 是 1999 年 一 2000 年 波兰 数学 奥林匹克 的 试题 . 最 
后 通 这 外 接 圆 来 解决 问题 . 解 题 之 初 可 能 未 焕 笠 到 ,但 如 果 熟 


让 六 1 = 
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悉 第 24 节 中 的 结论 ,并 发 现 慷 在 外 接 较 上 ,这 就 离 问题 的 晤 
终 解 决 疫 有 宗 远 了 . 


53， 寻找 简单 的 证 明 


已 知 时 边 形 ABCDP 为 等 乃 樟 形 ,使 得 AB/CD. 三 角形 
BCD 的 内 切 回 茹 CD 于 区, 点 下 是 DAC 网 内 病 平 分 线 上 
一 点 ,位 得 区 LCD. 人 和信 ACF 的 时 接 国 交 CD 于 点 避 和 点 避 . 
证 明 : 六 AFG 为 等 呵 三 由 形 . 

几何 问题 通常 总 要 面 一 个 草图 帮助 思考 ,本题 最 好 较为 
认真 地 夯 一 个 图 . 国 为 要 证 和 4FG 为 等 腰 三 角形 ,但 帘 竟 哪 
两 条 和 按 应 当 相 等 ,我 们 并 不 短 道 ,也 许 是 4 天 =GF ,也许 是 
AF 一 AG 或 AG 一 GF. 从 草图 上 ,大 致 能 看 出 是 4A 一 GF, 怕 
不 能 肯定 , (或许 是 图 形 不 准确 造成 的 ?} 作 一 个 准确 的 图 ,就 
可 以 断定 应 当 证 册 

AF=—GF. {Db 

这 样 , 日 的 业已 明确 ， 

不 致 射 错 了 和 技 子 ， 

在 外 口 (A4CF 的 外接 
阅 ) 内 , 弦 FG 对 人 ECD, 蓄 6 
FA 对 FCA. FG 一 4 的 
充 要 条 忻 是 FCD 一 180° 一 
FCA. 

请 注意 图 91 中 ,天 ,CC， 

B 并 不 在 一 条 直线 上 . 如 果 0 
这 三 点 共 线 ,那么 一 FED 户 = CBA. 而 180" 一 一 EC4 一 
一 4 但 CBA 一 一 4CB 其 在 A8=AC 时 成 立 . 对 一 般 的 


ww 和 全 
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等 厢 梯 形 ,4 瑟 尖 4, 所 以 瑟瑟 不 共 线 (图 9] 申 似乎 共 线 ， 
切 莫 受 图 的 误导 ). 

如 果 使 用 三 角 , 那 么 可 设 AB 一 a,CD 一 8, BC 一 c, AC 一 
;梯形 的 高 为 4, 易 知 

“人 -| 后) 
并 且 
di—ci=ab. 
而 要 证 明 的 等 式 即 
2 FCD=180°— /ACD, | 


"72 
因 为 ran 一 AL 一 才干 让 
2tan /FCOD 
1~tan: /FCD ’ 
FE 
人 四 
_ +ce—ad 
SS 
FE_ HE 
FETh AM :* 
其 中 三 是 AF 与 CD 的 交点 ,MM 是 EF 与 4B 的 交点 . 易 知 


DH= ET,AM, DE, HE 均 可 求 出 . 从 而 可 通过 计算 证 明 
台式 , 但 这 样 的 计算 相当 麻烦 ,而 且 十 分 无 趣 . 最 好 是 有 一 个 
纯粹 几何 的 证 明 . 

图 形 量 然 比 较 复 如 ,几何 证 明 却 很 篇 单 ( 当 然 找 到 它 也 未 
必 简 单 ): 

名 即 证 明 FC 平分 二 4CD 的 分 社 第 .换血 话说 要 证 下 是 
六 ACD 的 旁 心 . (又 是 旁 心 1) 如 果 将 AC 延长 ,这 一 点 就 十 分 


"83+ 


tan2A FCOD= 


tanA FCDS= 


CE 
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清楚 了 . 

六 ACD 的 旁 心 (与 有 A 相对 的 旁 心 ) 在 /CAD 的 平分 线 
AF 上 ;而 县 旁 切 贺 与 CD 的 切 点 到 C 的 长 应 当 是 二 
一 Dc 二 BC,d 一 AC}, 妈 CE, 因此 下 就 是 旁 切 几 CD 
的 切 点 ,从 而 旁 心 也 在 CD 的 礁 线 EF 上 ,于 是 旁 心 必定 是 
点 ,从 而 全 ,中 成 立 . 

_ 道 看 土 去 很 复杂 的 问题 (本题 是 1999 年 美国 数学 奥 杯 
匹克 第 6 题 ) ,几何 解法 却 意外 的 简单. 


t 晤 二 
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(五 ) 学 海 无 涯 


64， 加 法 定理 


这 一 童 的 内 容 多 半 与 三 角 有 关 . 
如 果 rr; 户 都 是 挑 衣 ,那么 以 下 三 角 公 不成 宇 ，; 
site Ad =sinacosf t+ cosasing. [了 

通常 称 之 为 加 法 定理 ， 

我 们 可 以 给 吉 法 定理 一 个 几何 证 明 . 

如 图 92, 4,B, 忆 ,DD 是 图 
上 顺 次 四 点 ,BD 基 直 程 ， 
二 生姜 一 站, 于 六 BC 一 记 不 妨 
设 百 六 一 1. 南 三角 画 数 的 定 立 ， 

AD—sina, AB—=—erqaer, 

BC=cospP, CD=sing. 


义 由 正弦 定 玲 
AC=sin(tet BY. 
元 果 . . 图 92 
ACXBD= ABXCD+BC XxX AD: 局) 
将 AC,， BD, AD, AB, BC, CD a 
得 局; 和 


re B4,BC 上 分 别 职 i BA'= BA, 
BC 一 BC， 连接 A'G' 图 93). 易 知人 六 BA'IC' 纪 A 入 BAC, 所 以 
BC0A' 二 BCA 二 BDA. 从 而 C'A' 与 上 BD 礁 直 .所 内 ， 


a = 
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BDxX AC =BDX A'C' =—=2S p40 
一 2 十 253ABpc 
=BA’' XCD+ADX BC 
~ABXxCD+iADX BC, 

即 他 成 立 . 

里 一 般 地 ,有 托 勒 窒 (Ptolemy) 
定理 

对 转 内 拉 四 和 达 形 4BCD, 名 不 


成 . 立 ， 图 ， 93 
托 惑 密 定 理 的 证 明 不 很 本 难 ,在 很 禾 书 中 都 能 找到 (例如 
话 面 说 过 的 ft 近代 欧 兵 几何 学 3- 
55- 余 弦 


我 有 一 位 姓 余 的 骨 友 ,是 中 国 科学 技术 大 学 数学 系 的 教 
授 . 他 的 谦 儿 十 分 聪明 斌 爱 , 余 教授 便 给 她 起 了 个 大 名 : 余 
续 , 又 起 了 个 小 名 : 琳 赛 菌 . 这 比 《 悉 多 世界 ?中 女 主 角 的 名 字 
珂 赛 特 好 听 得 多 . 

在 半径 为 1 的 轩 7 单 位 团 ) 中 ,如 果 引 的 含 角 为 2m, 那 入 
惑 所 对 的 纺 , 荡 心 距 恰好 是 上 的 余 荧 , 即 cosa. 

推导 很 容易 ,这 星 就 不 写 了 , 不 过 ,应 当 注 意 , 当 = 是 锐角 
时 ,圆心 O 与 二分 居 在 防 .BC 的 两 身 ,OD 是 一 条 正 的 线段 
{图 94)5 面 当 = 是 铺 角 时 , 圈 沁 〇 与 Bn 在 弦 BC 的 同情 ,OP 

基 一 条 负 的 线段 (图 95). 如 果 认 为 OD 永 迁 为 正 ， 那么 OD= 

cosa 了 六 正 为 OD= 1!cosal. 

设 和 六 ABC 内 接 于 单位 图. 这 时 成 所 舍 的 角 攻 2 一 4, 所 
以 圆心 O 到 BC 的 距离 


和 下 和 于 
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OD=—cosA. 

同 理 ,在 图 96 中 ， 

OF =cosB, OF =eost. 

这 里 约定 OQ,4 在 BC 同 侧 时 ,OD 
为 正 1 口 ,A 在 BC 蜡 机 时 ,QD 为 负 . 
OE ,OF 的 正 负 规定 与 此 类 似 . 

有 了 本 节余 心 的 几何 解 琶 ,我 们 
便 可 做 下 一 节 的 问题 了 ， 图 96 


56， 角 平分 线 与 外 接 国 


与 三 角形 的 角 平 分 线 有 关 的 几何 证 明 萎 ， 往往 与 三 角形 
的 外 接 贺 有 关 . 如 坪 97 ,延长 和 46cC 的 角 守 分 线 AD 与 外 接 
圆 相交 于 对 , 则 是 散 的 中 点 ,MB= MC. 外 接 国 回 心 O 与 
jd 的 连 线 垂直 平分 BC. 正 是 因为 有 这 么 多 的 性 质 可 以 利用 ， 
所 以 我 们 常常 作出 一 些 塘 其 线 , 构 越 图 97. 
-“ 傅 如 1998 年 全 国 高 中 联赛 第 二 试 第 一 题 . 
大 如 4BC 定 ,AB 了 AC( 原 题 尖 此 条 件 ,不 如 ) ,高 AN 的 
硬是 亲 , 内 心 了, 旬 心 口 共 线 ， 证 明 与 4 煌 对 的 旁 切 轩 的 半径 
om 十 镍 所 于 半 释 玉 ，. 


a RT * 
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图 97 图 38 


设 直线 41( 角 平分 线 ) 交 外 接 加 于 M,OM 交 BC 于 玖 . 


设 内 切 加 与 4B 相 切 于 已 ,又 设 三 角形 的 三 条 边 分别 为 a,8， 


Ci 


;高 AN = 二,. 


本 题 由 四 个 小 题 组 成 ， 
hd 
二 Tc—i 

OM MI MI 
(2) HA 一 有 即 庆 一 7 
(3) MT 一 MCy 


在 十 已 十 ec 
2 


(C1) +r, = 


| 


C4) MC = 第 ,时 37 ep EE 

Rs A Pr A sa $+c—a 

| 要 人 和 和 有用 下" z 

上 曾 移 证 法 ,实际 上 得 出 ， a 
.一 RR 的 充分 必要 条 件 是 OI,N 共 线 - 


ee C2.04) 


由 相 拟 三 角形 ,C33 由 MIC 一 MCI 分 别 得 出 ); 可 见 一 道 
来 题 常 由 几 道 简单 的 基本 是 组 成 . 基本 题 做 得 纯 的 自如 ,难题 
也 就 不 难 了 . 反之 ,如 果 一 道 难 蜂 做 不 出 ,往往 是 让 于 基 个 基 


. 
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本 题 没 有 真正 护 清 楚 , 需要 先 “ 退 一 步 ”, 将 这 个 菇 本题 和 解决 
好 . 


57.。 又 是 角 平 分 线 


锐角 三 角形 ABC 中 ,AAD 为 骨 平 分 线 ,， 人 BAC 一， 
ADC 一 2. 如 采 
cost=cos’ 8, {1 
求证 : 
五 万 X DC= AD:, (2) 
本 题 当 的 要 用 一 点 三 和 角 ,至 少 要 用 三 角 范 数 的 定 立 (因为 
中 中 出 现 了 三 角 函 数 }. 除 此 而 外 , 均 可 以 用 纯 几 柯 的 方法 证 
明 . 
与 上 题 相 同 , 延 长 AD 交 外 接 阁 
于 对 ,连接 外 接 贺 转 心 0 与 MM,OM 
入 直 平分 BC 于 五 (图 99)， 
辅助 线 基 本 作 好 . 由 辆 的 相交 获 
定理 ， 
BDxX DC=ADYX DM, 
所 以 只 需 证 明 DD 是 AM 的 中 点 . 图 99 
现在 必须 人 黎 的 一 件 事 请 ,就 是 摘 清 cosa 的 几何 意义 . 
不 妨 设 外 接 图 半径 为 1. 易 知 


ZBOE=$LBOC= /BAC=a, 
搞 议 


OFE=—=ecosa,. 地 
当 a 为 钝 衣 时 , 国 应 夏收 为 


和 
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OE= jcosel 地) 

《也 可 以 约定 口 在 三 角形 外 时 , 弦 心 让 OF 为 负 , 这 样 怨 不必 
修改 ,仍然 成 立 ) 

作 AM 的 纺 心 距 OF. 同样 ( 易 知 了 ACM 二 一 ACE 十 
BCM=— /ACB+T BANM— /ACBT A MAC=180°— 8) 

人 站 下 一 cos 有 (一 |eos(180" 一 月 ) |). 

这 样 ,我 们 就 在 图 上 找到 了 cosa 与 cosB. 再 进一步 ,还 应 
找 出 cos: 5， 

易 基 BOF 二 ADC=8, 所 以 必 FG_LOE, 并 交 OOE 于 
G, 则 

OG—OFcosf=cos’:t. 

由 他, 避 上 必 与 下 重 合 .从 而 OE 的 重 级 GF 与 BC 重合 ， 
GE 与 AD 的 交点 下 即 BC 与 AD 的 交点 DD, 于 是 也 是 续 AM 
的 中 点 . 结论 成 立 . 

在 本 题 中 , 隐 含 一 个 基本 问题 , 即 在 单位 圈 中 , 隔 周 角 避 
所 对 必 的 怠 心 距 是 cosa. 

本 题 亦 可 用 三 龟 尔 数 解 ,不 必 添 辅助 线 ( 这 是 三 角 解 法 的 
做 点 . 但 三 角 解 法 需要 熟悉 三 和 角 冰 教 中 的 一 些 公 式 ), 解法 如 
下 : 


由 正弦 定理 ， 
BD sin 3 
nl 
Cp sin 可 
WE 


= QD = 
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所 了 以 ， 


6 一 全 | sin| 8 十 全] 


ml 一 COEE 一 eORC 一 CO 有 


< 人 
sin mn 


二 2cosz 一 ] 一 CODE 


< 门 . 
58， 注意 几何 意义 


在 一 沾 非 穗 商 六 ABC 中 ,4 有 4 一 百 : 一 45"D 和 了 他 
期 是 上 八 4BC 的 站 心 和 内 避 ,， 具 v2O1 一 A8 一 AC. 率 sin4. 
本 旺 是 1998 年 中 国 数学 喜 林 丐 吉 的 集 一 道 题 " 黄 宣 屿 供 
题 ). 
关于 外 心 ,外 接 攻 的 定理 与 命 且 很 光 ,最 重要 也 是 县 常用 
的 有 正 蔷 尝 至 
2RainA=a, 2RginB=b, 
等 等 ， 
美 于 内 心 .内 接 鲜 的 定理 与 合 题 也 很 多 . 
如 设 了 在 三 边 上 的 射影 分 别 为 
afaryc+ 刚 
BiaA— {C=e—b, 
Blc~IcA=—a—b: 
等 等 , 这 县 最 迪 用 的 公式 , 有 些 复杂 由 
前 会 起 :如 负 100 


时 时 可 人 
r=4Rsin $sin Sin ' 
别 入 少 用 到 . 
让 B91 中 
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外 旋 与 内 心 的 距离 Of 二 yi 一 了 Rr( 攀 拉 公 式 ) ,也 是 比 
较 深入 的 性 质 , 远 远 超出 中 学 教材 . 在 解 题 时 , 非 万 不 得 已 不 
上 用， 

解法 以 简明 为 上 ,所 利用 的 工具 也 应 尽量 简单 ,通常 不 超 
出 中 学 教材 . 

解 这 道 题 ,应 当 与 解 其 他 基于 三 角形 的 问题 一 样 , 着 重 考 
察 它 的 基本 元 素 , 即 三 条 边 aasc 与 三 个 角 A,B,C. 

已 知 角 8B 二 45°; 所 以 由 上 面 的 正弦 定理 ， 

b=2Rsin45°= v 2 R. 

矶 是 要 求 的 ,不 会 很 容易 得 出 ,CC 也 如 此 心 与 在 之 和 为 135"”， 
知道 一 个 就 知道 另 一 个 )- 所 氛 只 能 从 三 条 边 及 已 知 条 件 
VY 2 O7 一 < 一 的 几何 意义 入 手 . 

由 于 在 三 边 上 的 射影 04, Os， Oc 是 三 边 的 中 点 ,所 
以 


Dina=-<5”， 人 ec 一 2 二 


(因为 人 ABC 不 是 钝 角 三 角形 ,所 以 A, 人 C 均 宇 45", 从 而 
是 最 小 边 ) 
号 知 条 件 v 20OI 二 c 一 8 坪 出 
六 下 忆 Y 2 
. 之 ， 
即 GI 在 BC 上 的 射影 O414 与 Of 的 夹 角 是 45 结合 人 B 一 
45" 即 知 OIJ AB 或 O1 /AB. 获得 这 个 结果 ,是 向 问题 的 佣 
决 近 进 了 一 大 步 、 
如 果 Of AB, 那 么 Ocfc 一 0; 即 4 一 5b, 从 而 入 ABC 是 等 


2 
2 让 


一 一 ( 呈 一 人 44， 


汇 直 衣 三 角形 (C=90") ,A 一 45",sinA 二 


2.* 
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这 种 情况 是 可 能 的 ,如 图 101 , 芷 一 等 原 直 闻 三 角形 ABC 
(CACO=90") 中 ,OI 与 BC 的 夹 角 为 及 
45° ,6B 20414—= v 2 Of. 

如 果 OA 4 那么 


Ocic=OF = v2 Ola, 有 
即 
oy 2 A 
又 由 余 骇 定理 图 191 
和 十 全 一 QC 一 环 ， 塌 ) 


全 ,人 都 是 三 边 之 间 的 关系 . 如 晶 再 有 一 个 这 样 的 关系 即 
可 解 出 ec, 第 三 个 (独立 的 ) 闫 系 并 不 存在 . 不 过 我 们 要 求 
的 不 是 ay, 而 是 sin4, 所 以 只 需求 出 spoc 之 比 , 为 此 ,不 妨 设 
中 二 1, 这 时 由 前 而 的 正 落 定理 


5 一 2. 
十 2 一 2 
由 由: 一 代入 翅 并 化 简 得 
22 一 4w 2 一 2， 
从 而 


这 种 情况 也 是 可 能 的 - 我 们 党 以 a 二 V4v 2 一 2， 


b= VF, 于 2 二 2 为 边 作 人 ABC. 由 于 它们 适合 国 ， 


所 以 LB 一 45°, 并 且 外 接 罗 半径 RR 二 1， 
取 AB,BC 中 点 Dry 又 在 AB,BC 上 取 点 天 ,使 


"3" 
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Decrc 一 2 一 尖 Da 一 上 一 5 构成 矩形 OOcIeT. 萌 OI 到 Oofe， 
眠 而 OT 在 BC 上 射影 的 长 为 
Cara 于 是 口 if 是 上 在 BC 上 
的 射影 ,从 而 7' 肥 内 心 了 图 102 
合 华 所 有 条 件 . 

本 嫩 角 法 有 两 点 值得 注意 : 
一 是 弄 精 策 件 Y 2 Of 二 A8 一 
AC 之 几何 意义 ,由 此 导出 Of | 
A 或 OIA AB; 二 是 在 后 一 种 
情况 ,类 续 利用 几何 意 洗 刍 出 代 
数 关 和 紊 中 ,再 闭 从 加 , 求 出 三 角形 的 基本 元 素 44,5,c (与 民 的 
比 }》, 夫 而 求 出 sinA. 


59. 得 用 三 前 


设 和 六 ABC 的 外 接 国 半 杆 为 民 , 内 切 丙 商 接 为 人 到 三 边 

的 距离 为 中 门口 三， 口 玉 和 
ODTOE TOFS Rtr. OD 

中 可 以 用 纯 几 何 的 方法 证 明 , 但 难以 想到 . 利用 三 角 较 为 
自然 . 

不 请 设 此 二 1， 这 时 OD==cosA4 ,等 等 ,所 以 

ODTOETOF—1 
二 tog 及 十 cos 旧 十 cosC 一 1 


a 及 十 四 蕊 一 上 a Le 
— ZcO& To Con es 2sLn 3 
一 2sin leos A—B — 人 tO 人 44 十 昌 


2 2 2 
有 站 
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一 4sin i a 人 
2 2 7 


San brsin.d 


at5te 十 上 十 
2 
43inAsinBsmC 
sinA 二 sinBisinC) 
_ ZsinAsinBsint 
A C 


4cCOs Ee Ee 一 - 
2 2 2 


~ dsin 2 2 CC 
2 2 六 
所 以 中式 成 立 . 
纯 几 何 的 证 明 可 见 4 和 近 牧 欧 氏 几何 学 ?第 10 竟 8298 中 


的 于. 


60. 2000 年 中 国 数 学 奥 林 匹 充 试题 


下 曾 是 这 届 比 赛 的 几何 题 ， 
设 a 和 4 所 ce 为 六 ABC 的 三 条 边 ,RRr 分 别 为 外 接 丽 与 内 
切 园 的 半径 ， 
f=aib— 2R— 2r. 
试用 角 忆 的 大 小 来 判定 丫 的 殖 和 号 . 
首先 当 C 为 直角 时 (图 103)， 
Cc gb—c 
R= =， 
所 以 
f—at+s— (etate—e)=d. 
当 C 为 钝 角 时 ,如 面 104, 由 于 


中 OF 
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B 
GC ee 人 人 
图 103 图 104 


LICD=$ LACB>45"> LCID, 


| 所 以 r 一 ID>CD= 半 (ea+8 一 c), 因而 27 十 (之 a 二 bi 显然 
2 民 汪 2 所 以 了 一 0 
当 忆 为 锐 前 时 ,情况 比较 复杂 . 但 上 节 我 们 已 经 知道 
玉 十 + 一 cos 凡 十 cos 甩 十 cost 
所 以 问题 化 为 比较 sin4 十 sin 吾 与 cos 寺 二 cos 加 -十 cos 属 的 大 


小 ， 


SF ~sinA 二 sinB—cosA—cosB—ecosC 


,A 二 8 六 一旦 妆 十 旦 由 一 瑟 
一 251n 一 一 一 一 Da 一 一 一 一 2oas COS 一 一 一 - 
2 2 2 2 
— | cos? LO 邱 
之 2 
一 CO SR CO i Ce 
2 2 2 
一 | cos Csin 所 | COS a 号 | 
2 2 2 2 
=| COS i 下 2COS A—B — COS a 号 | 
2 之 2 2 2 
担 海 C90"， 所 以 和 <45°， COS >sin 所 COS 与 一 


血 自 和 # 
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sinn 号 > 


豆 C>8>4, 所 以 号 > 和 0， 


A—B € .站 
2CODS 3 — com sin > 


C | . 
ZCOg eos 本 一 Sm >0, 
于 是 此 时 站 >9. 


这 道 郊 何 题 的 解法 以 三 角 变 形 为 主要 技术 . 如 果 竞 赛 中 
能 有 一 道 “ 纯 几何 解法 "的 题 ,似乎 更 受 欢 迎 一 些 ， 
据说 本 题 是 一 上 位 印度 数学 家 Renlacbihutu 提出 的 问题 ， 


= OF" 
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六) 乐 作 舟 


61， 吴 伟 朝 先生 的 问题 


学 之 者 ;不 刀 好 之 首 . 好 之 音 , 不 如 乐 之 者 .学 习 的 乐 处 之 
一 就 基 发 现 问题 . 

数学 中 有 很 多 问题 ,不 仅 有 古老 的 问题 ,还 不 断 地 酒 现 出 
许多 新 问题 . 

一 个 新 间 题 ,有 时 会 引出 一 系列 的 新 概念 、 新 方法 、 新 结 
果 , 基 至 会 由 此 产生 一 个 新 的 数学 分 支 , 因此 ,有 时 候 提出 一 
个 问题 比 解 岂 一 个 问题 更 重要 . 

我 有 一 位 期 友 , 广 州 大学 的 吴 伟 朝 先生 ,他 很 癌 欢 提问 
其 ,下 面 就 是 他 在 ¢ 美 国 数学 月 刊 上 提 的 一 道 平面 几何 问题 ， 

设 P 是 太 ABC 的 边 BC 上 任 束 一 直 ， 

ta) 恋人 BC 的 内 若 国 与 BC 相 妇 于 DD, 八 ABP， 
人 4CP 的 内 心 分 别 为 &; 民 .证 明 人 人 QDR 一 90". 

{bh》 证 和信 ABC 的 旁 切 辕 与 BC 相 雪 于 ,A 八 ABP, 信 ACP 
的 这 心 分 别 为 已 ,，R'. 证明 


台 
DR = 二 90°. 并 且 八 RD 
oe 入 
(ec) 证 明 BC,QR,Q'R' 三 
条 直线 共 点 或 互相 平行 . A 入 
ke, 


如 图 105, 设 名 QQ， 中 分 时 
别 与 BC 相 切 于 EE,F, 叉 设 AB 图 105 


= 自生 
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—crAC=b,AP= pp,.BP=r, PC=Yy. 易 知 


PE= 3(r+p—e), PF = Fy+p—6), 


BE= (r+c—p), CF=3y+6p), 


BD= 地 (x 十 y 十 c 一 各， 


全 天 一 F(x+y+é me). 


所 以 DE~ BD— BE $y+p—6) = PF, 


DF~ CD CF= F(t+p— = PE. 


叉 易 知人 QPR==90°, 信 QEPco7A 信 PFR, 从 而 
QE x FR= EP x PF = DE x DK. 
于 是 入 QEDOADFR 从 而 易 知 QDR 一 990", 
同 理 可 证 /RQ'D'R' 一 980°, 
男 外 ,注意 @, 卫 ,DD,R 四 点 共 国 ,所 以 RQD 一 人 RPD. 
同 理 ;, 人 信人 'D = PD =A/RPLD. 
因此 A 入 R' DQ' A QDR. 
至 于 tc), 请 参看 下 节 ， 


62. 圆 的 位 做 中 心 


19 世纪 末 的 文 数 学 家 克 华 菌 (F.、 Klein，:1849 一 -1925) 在 
他 1872 年 担任 埃 尔 崩 根 大 学 教授 时 发 表 的 就 职 演说 (关于 新 


近 乃 何 学 研究 的 比较 考察 并 后 来 称 为 埃 尔 妆 根 网 领 ) 中 ,将 几 
何 学 统一 于 变换 群 的 观点 . 


:和 
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相似 就 是 一 种 常见 的 变换 . 

对 于 两 个 国 忆 OO , 设 外公 切线 的 迹 点 为 和 4,:! 它 也 
是 连 心 线 与 外 公 切 线 的 交点 }; 则 纪 4 为 位 似 中 心 , 作 相似 
变 执 ,可 以 将 局 司 变 为 名人， 

在 这 个 变换 下 ,每 一 点 P, 变 为 射线 41.:P 上 的 一 点 P;， 
并 县 

Ys 

其 中 ;7r; 分 别 为 OL OO 的 半径 . 

在 这 个 变换 下 ,4i* 是 唯一 的 “不 动 点 ", 即 变 成 自身 的 
点 ' 而且 ,每 一 条 变 为 自身 的 直线 一 定 通 过 位 似 中 心 A4,.，. 

如 果 再 有 一 个 回合 OO; 设 名 O,, 昌 0 的 外公 切 线 相 交 于 
有 ;加 Oss 昌 D; 的 外 公司 线 相交 于 41. 那么, 先 以 44,: 为 位 
个 中 心 ; 作 相似 变换 ,将 名 OO 变 为 是 品 ,; 再 以 4 为 位 俱 中 
心 , 作 相似 变换 ,将 饭 O: 变 为 局;. 这 商 次 变换 的 结果 将 名品 ， 
变 为 全 DO,. 而 直线 41.:44,; 在 第 一 次 变换 下 变 为 自身 (因为 它 
过 位 似 中 心 41,2) ,在 第 二 次 普 换 下 也 变 为 自身 (因为 它 过 位 
竹中 心 3) ;从 而 结果 仍 闪 为 自 身 . 因此 ,直线 .4.4 通过 
将 吕 O， 变 为 OO 的 位 似 中 心 A 

于 是 ,我 们 有 定理 : 

三 人 外国 ,两 两 的 位 梳 中 心 三 志和 蕉 线 ， 

考 磋 内 公 若 线 的 交点 ,可 以 得 到 类 似 的 结果 , 为 了 区 别 起 
见 , 内 会 切线 的 交点 称 为 两 辆 的 内 位 仆 中 必 . 而 前 而 所 说 的 外 
公 切 线 的 交点 称 为 外 位 似 中 心 ， 

现在 不 难 解答 第 57 节 吴 伟 朝 先生 的 问题 了 . 

设 名 日 ;名 KR 的 位 似 中 心 为 帮 , 名 RQ,OR' 的 位 筷 中 心 为 
NO ,OR 的 位 似 中 心 为 计 M. 则 根据 上 而 的 结论 ,M,N ,4 
三 所 基线 ( 广 意 4 是 昌 Q; 8 的 位 似 中 心 }1 且 ,NN,4 三 点 
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A 


A 


A 


图 106 
共 名 .从 而 好 ,都 是 4R 与 BC 的 交点 ,这 两 点 必定 重合 . 即 
QR,Q'R' ,BC 三 条 直 级 交 于 同一 点 MM. 
瞧 一 的 粳 外 出 现在 人 @RRKA BC 时 . 这 时 名 电 ; 昌 R 的 半径 相 
等 ,4B 二 AC 并且 AP 是 高 , 吻 知 已 鲜 , 避 R' 的 半径 也 相等 . 
因此 QR,;BC,2 RR' 互相 平行 . 


63. 马尔 法 提问 题 


意大利 歼 学 家 马尔 法 提 CMalfatti,1731~ 一 1807) 寺 1803 
年 所 出 一 交 作 图 问题 : 

在 已 知 的 三 角形 内 必 三 个 图 ;两 两 相 娄 ， 并 县 条 一 个 国 与 
En 


”人 1 “ 
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斯 址 纳 (Steiner ,1796 一 1863)1826 年 结 出 的 作法 最 为 简 
单 . 

首先 必 入 ABC 的 三 条 前 平 
分 线 , 定 出 内 心 了 . 

然后 作 A 入 TBC， 八 ICA， 
A 和信 TAB 的 内 切 贺 .每 两 个 图 已 有 
一 条 内 人 各 切线 (分 别 为 IC ,18B， 
I4), 再 作 另 一 条 内 公 切 线 OP， 四 
QR,ST. 图 107 

最 后 作 图 与 AB，AC,， OP 相 切 , 作 图 与 48， BC, QR 村 
切 ， 作 圆 与 BC，CA， ST 相 切 . 

这 三 个 圆 即 满 呈 要求. 

作法 虽然 不 长 ,但 真正 去 作 却 不 容易 作 得 准确 .证 明 更 是 
一 件 相 当 困 难 的 工作 . 


点 


64. 叶 中 总 先生 的 问题 


我 的 好 朋友 叶 中 豪 先 生 是 位 几何 爱好 者 , 这 本 书 中 ,如 果 
有 他 的 本 ,是 件 有 意思 的 事 . 所 以 本 节 就 
介绍 一 个 他 提 的 问题 . 

设 加 DO 的 长 BA,DC 的 延长 线 相 交 
于 己 , 直 线 PO 分 别 交 AC ,BD 于 EE,F. 
过 巨 必 AC 的 各 绕 , 进 下 作 BD 的 季 线 ， 
相交 于 QQ( 图 108)， 


求证 ; Saarc 二 人 SAQpp- CD 
如 果 设 一 OA=ayeOFDB 一 有 ,那么 
由 正 束 定理 ， 图 108 
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5 sinA rE cosp 


RF sin/QEF YY cosa’ 
所 以 要 证 的 结论 县 


AC Cose 由 


过 已 作 OP 的 牌 线 , 设 它 分别 与 直线 4 ,BDP 相交 于 惟 ， 
人 @- 由 蝴蝶 定理 ， 


RP = PQ. 
CRP==90" 一 a ,BQP 一 90" 一 ,所 以 由 正 攻 定 理 ， 
PO _ RP Po _ PB 
cosr SinAACP -sin AB®Q cosp ’ 
OS PC 
os 一 
PC _ AC 
PB BD: 
所 以 售 , 山 成 立 . 
总 R 
Dn 
图 109 


65. 国际 会 议 上 的 问题 


大 概 是 1984 年 吧 , 国 际 双 微 ( 微 分 几何 ,微分 方程 ) 在 我 
国 召 开 . 会 上 有 人 提出 一 个 初等 的 问题 ， 
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在 六 4BC 的 边 上 取 三 个 点 了 五 , 歼 ,站 ,后 得 灌 普 三 角形 的 
周 界 从 万 到 五 ,从 五 到 下 ,有 挫 丘 到 万 ,所 走 的 长 都 相等 ( 即 都 


等 于 人 ABC 的 周 长 4 十 5 十 c 的 二 ). 求证 ; 
A 人 DEF 的 周 长 汪 广 (a 十 二 十 TD 


这 道 题 出 乎 意料 地 难 倒 不 少数 学 家 . 在 会 议 期 间 没 有 能 够 
解决 . 会 后 又 有 不 少 人 研究 . 1987 年 , 陶 构 顾 、 张 蚌 中 、 杨 路 在 (中 
国 科 学 3 种 8 期 “用 名 点 例证 法 证 明 一 个 几何 不 等 式 ” 一 文中 给 
出 了 一 个 证 明 , 曾 振 权 也 给 出 一 个 证 明 . 后 来 发 现 1960 年 ,A. 
Zirakzadeh 已 有 一 个 初等 几何 的 证 明 , 但 非常 复杂 ， 

杨 学 枝 等 给 出 一 个 简单 的 初等 A 
证 明 . 

如 图 110, 设 区 ,FF 在 BC 上 的 尼 
射影 分 别 为 尼 , 产 ', 则 

EF 2E'F' 
— a — (BreosB -+ CEcosC), 号 F EB “ 
同样 的 几 个 式 于 相 加 ,得 9 0 
人 DEF 的 周 长 


> (a 二 BoB cosA— cosB 一 cosCy. 


由 于 cosA 十 cosB 十 cosC 志 这 ,从 而 心 式 成 立 . 


66.。 秆 证 勇 同 学 的 问题 


某 年 ,当时 在 教育 部 理科 试验 班 读书 的 孙 婚 筋 同 学 提出 
一 个 问题 : 


* O44 
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也 ;外 在 和 仿 ABC 中 ,并 贞 
PA+ BC= PB+CA= PC AB, 
QA— BC=QB8— CA= QC— AB. 
求证 卫 , 忆 与 内 心 了 共 线 ， 
问题 顿 为 有 趣 ,证 明 不 赤 容 易 . 
设 肉 切 图 与 BC,C4, 4 分 别 切 于 万 , 百 , 忆 分别 以 A， 
B,C 为 图 心 ,AF ,BD,CE 为 半径 作 固 . 
不 难 证 明 PA 半 AF( 我 们 将 这 个 证 明 补 在 最 后 }, 而 且 
AF=s—a,BD=s—bCE=s—0s 所 以 
PA— AF= PB— BD= PC— CE, 
QA 十 AF = QB + BD = QC + CE. 
以 P 了 为 圆心 ,PA 一 AF 为 半径 作 殴 ,这 加 与 中 4,QB， 
OC 均 外 切 . | 
已 已 为 用 心 ,QA 十 4F 为 半径 作 回 ,这 图 与 呈 A, 避 BB， 
QC 均 内 切 . 
设 心 4 分 别 与 GQ,P 相 
切 于 M,N, 直线 MN 再 交 避 避 
于 MM , 交 PQ 于 LL( 图 111). 
由 门 奈 劳 斯 定理 ， 


所 以 5 = Mo: 图 111 
NP ,MQ 分 别 为 P,Q 的 半径 ,所 以 工 是 全 P,@Q 的 内 位 
做 中 心 . 
工 对 司 A 的 需 是 
LN XILM= LM xLMx LN 
LM 
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其 中 LMXLM' 是 上 对 ©Q 的 等 ,而 由 于 盛 是 内 位 似 中 心 ， 
-是 @P,GeQ 的 半径 之 比 .于 是 @L 对 加 B,GC 的 宕 也 


都 是 同样 的 值 ,从 而 工 是 全 六 ,加 B,C 的 根 心 . 

但 内 心 显然 是 信 有 4, 人 二 B,C 的 根 心 (到 这 三 个 圆 的 
切线 的 长 即 肉 切 立 的 半径 ). 因此 工 与 重合 ,了 ;@: 了 三 点 共 
线 ， 

最 后 说 明 一 下 王 4 一 4 开 ， 

显然 PB 十 PC>BC,PC 二 PACA,PA+PB>>AB, 所 
以 三 式 相 加 得 

PA PB PC s. 
而 AF 十 BD + CE 
= (sa) 二 ts 一 h(ts—c)=s, 
所 以 PA-+PB+PC> AF + BD+CE, 
‘PA— AFY + (PB 一 BD) + (PC ~— CE) 
= 3(PA— AF) > 0. 
因此 PA AF. 

注 记 : 在 国外 , 忆 ,&@ 两 点 分 别 被 称 为 外 索 迪 加 和 和 内 索 迪 
闻 的 癌 心 . 索 迪 (Frederick Soddy，1877 一 1956) 是 英国 化学 
家 ; 因 发 现 同 位 素 而 获得 1921 年 庶 册 尔 化 学 奖 ， 

深信 的 研究 表明 ,不 但 内 心 了 落 在 王 , 护 连 线 .上 上, 而且 
六 ABC 的 Gergonne 点 也 位 于 这 条 直线 上 , 且 这 四 点 恰好 梅 
成 调和 和 点 列 . 

关于 卫 ,& 两 点 还 有 不 少 进 一 步 的 研究 结果 . 20 世纪 60 
年 代 一 90 年 代 , 有 名 篇 文献 涉及 其 性 质 的 探讨 . 例如 请 点 具 
有 如 下 奇 好 的 特性 ;过 忆 点 的 三 笨 塞 压 线 刚好 可 拒 和 信 ABC 
分 着 成 三 个 贺 外 切 四 边 形 . 其 他 点 都 不 具备 这 一 尼 质 . 
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需 村 指出 的 是 ,P,Q@ 两 点 的 存在 是 有 条 件 的 , 原 三 角形 


的 最 大 角 不 能 超过 2are sin 三 .这 相当 于 人 4BC 的 基本 元 素 
必须 满足 条 件 

a 二 上 十 Cc 祈 4 十 r， 
其 中 玉 ,r 分 别 表示 和信 4BC 的 外 接 国 和 内 切 图 的 半径 . 否则 ， 
这 两 点 就 不 存在 了 . 


67. 寺庙 里 的 几何 题 ( 一 ) 


日 本 古代 的 寺庙 里 常常 悬挂 一 些 木 牌 , 上 面 铬 肇 着 数学 
家 发 现 的 定理 .下面 的 两 个 图 是 最 近 发 现 的 ， 

本 节 先 介绍 一 道 题 , 它 是 1832 年 牛 岛 CUshijima} 的 一 个 
定理 . 

J 114 中 ;OO; 的 半 么 为 riCi 一 1 ,2,3,4). 


证 法 不 太 难 ( 比 想像 的 要 简单 得 窗 )， 但 有 两 点 值得 注意 ， 
首先 将 要 证 的 结论 改 为 
二 


了 7 1 Ta ro 


这 样 ,我 们 就 只 需要 证 明 


Tr 六 1 
其 中 c 是 一 个 常数 ， 只 与 4 点 


及 直线 BiC BC 有关， 换 名 话说， 我 们 将 “过 体 昭 儿 ”? 分 
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并， 只 需 单独 考虑 圆 形 的 左 半 边 与 右 半 按 . 
其 次 ,BsC; 这 条 线 也 可 报 去 ,而 换 成 忆 D 的 ,与 BiCi 平 
行 的 切线 (图 115). 要 而 设 A 到 BC 的 焉 离 为 关 , 便 有 


1 1 2 
有 

1 1 2 
同 理 i 
所 以 绪论 成 立 . 


68. 寺庙 里 的 几何 题 ( 二 ) 


日 本 的 深 川 (Fukagawa) 专 门 写 了 两 本 书 % Japanese 
Temple Geometry Problems},¢Japanese Mathematics Prob- 
lems of the 18th and 19th Centuries}. 介绍 日 本 寺庙 里 欧 几 
何 题 . 

本 节 有 从 中 摘 选 一 些 问 题 ， 

li 入 ABC 中 ,CC 一 90 CC 一 3， BC 一 4.C' 在 A8 上 ， 

二“ 


欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


BC 一 BC. 己 在 BC 上 ,CPP 平分 和 4BC 的 面积 . 求 PC 图 
116). 


图 116 


2. 了 在 人 入 ABC 内 ,AP ;BP,CP 分 别 交 对 边 于 DD,E,F. 
已 知 图 中 面积 95353953 求人 4BC 的 面积 5 图 117). 

3. 人 45C 中 ，C=90， 了 为 内 心 . 求 证 A7 ， BI= 
w 2 AB +，r( 图 118)， 


4 上 矩形 ABCD 中 ,AB=4,BC=2y2. 分 别 以 AB,CD 
为 直径 ,在 矩形 内 作 半 图 . 又 过 它们 的 两 个 交点 作 图 与 48， 
CD 相 切 . 求 图 中 阴影 部 分 (两 个 月 形 ) 的 面积 (图 119). 

5. 和 八 ABC 是 等 边 三 角形 , 边 长 为 10. 这 A 作 不 穿 过 三 
佣 形 的 直线 7 全 On) 与 AB ,i,BC 相 切 , 四 (ri) 与 4C， 
LyBC 相 切 . 证 明 当 天 变 必 时 ,m 十” 始终 六 常数 ( 面 120)， 
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. 图 320 和 图 121 
56. 正方 形 4BCD 边 长 为 10, 外 r+ 是 内 切 圆 .- 作 网 列 
(GD rD 人 一 1;， 2 加 (Or 与 和 PCa 及 I 相 切 ，; 
人 (Oars) 与 CDPD,@O, 全 I 相 切 ;…… 求 7.( 园 121). 
7. AABC 中 ,人 AC 一 90*. 作 三 个 正方 形 及 三 个 贺 加 (9D,， 
ri 二 1,2;3). 证 明 rn 一 (图 122). 


由 B 
ny" 
站 心 
122 123 


8. 正方 形 纸 片 ABCD 折 生 时 P 落 到 BC 上 一 点 了 ,4 
落 到 4A'. A'D' 交 AB 于 二. 作 入 BED' 的 内 其 团 . 证明 它 的 半 
径 等 于 A'EC 图 123). 

9 AABC 中 ;C=90°,AC=4, BC=3. © (rr), 
四 (Dr Dr 分 路 为 疙 4P ,人 和信 BF,A 八 GFC 的 内 切 
圆 ,DEFG 是 一 个 矩形 .延明 当 万 EFG 的 面积 最 大 时 ,ri 十 7 
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二 x 图 1247). 


a 
2 


1z4 图 125 

16， 名 DO 的 直径 48 二 10, 台 CD1LAB, 夫 足 为 P,PA= 
4. 四 Ci 加 CGC 分别 以 PA,PB 为 直径 , @ (O47) (0,,r,) 
均 与 避 O 内 切 , 并 均 与 CD 相 切 . 写 CO1,r1) 与 @C， 外 切 ， 
OO) 与 他 Cy 外 切 . 求证 x 二 rs( 图 125). 

11.。 四 边 形 4BCD 有 外 接 贺 , 叉 有 内 切 贺 避 (I,r)( 注 ; 
图 中 未 画 出 ),; 切 点 为 EE,F,G,H, 求 证 四 边 形 AELIH ,EBFI,， 
IFCG,IGDH 都 有 内 切 圆 . 设 这 四 个 办 切 圆 为 申 (CT ri) (i 二 
1,2.3,4) ,求证 ;ri 十 rs 一 rs 十 训 一 +r( 图 126). 
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12， 正 方形 4BCD 的 边 蕉 为 4. 半 图 沁 CD 为 直 和 树 , 圆 心 
海口, 半径 六 ri AE 与 半圆 相 切 ,下 在 BC 上 ， 人 (Oi ,rz) 是 
六 4ABE 的 内 切 圆 . 全 Oi, OO; 的 一 条 外 公 切 线 交 AD 于 六， 
变 AE 于 CG. (O00rs) 是 仿 AGH 的 内 切 圆 . 求 mrs( 图 
127)。 

13， 等 边 三 角形 4BC 的 边 长 为 10. 线 舌 44 ,BB’ ,CO 
雷 成 等 边 三 角形 A'B'C', 如 果 六 4 BC 人 4B 人 BCC ， 
和 六 CAA' 的 内 切 圆 半径 都 是 ”: 求 到 (图 128)， 


14， 忆 0 站) 的 四 杂 切 线 分 别 与 四 个 圆 ;名 (Or 
关 4) 相 切 .求证 :mr 一 rr 图 1297. 

15， 王 在 怠 避 77 中， 四 个 圆 折 4Oor 避 一 1,23 ,47 都 过 
,并 与 名 O 内 切 . 可 OO 把 D0 在 PP 
成 外 切 ， oO,, OOO, 也 在 2 后 外 
由 来 证 去 二 去 = 去 二 去 
130). 

16， 正 三 角形 CDP 在 边 长 为 
10 的 正方 形 ABCD 中 ,AP 交 BC 
于 QQ. 证 明 可 以 在 CD 上 找 一 点 民 
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使 六 AQR 为 正三 角形 . 求 出 图 中 两 个 三 的 半径 rr 并 证 明 
2r 一 rz 图 1317). 

17， 外 (oO 一 ) 与 斩 (4Or:r) 外 切 , 并 分 别 切 直 线 上 于 4， 
BB O07a) 与 人 OL: OO 外 切 并 与 1 相 切 .证 昌 不 论 7,r; 旭 
何 变化 , 包 O 与 一 个 过 刀 ,B 的 固定 全 相 坊 (图 132). 


132 


18.， 0O,7} 因 有 5 个 园 :OO(Oi2) CD 
CO a OO LD) DOO) 的 与 名 OO 内 急 , 并 依次 外 


切 , 如 果 * 六 ea 十 6 二 ce 证 明 > 一 ea 十 5 二 c 并 且 Ca oa 加 
133). 


19， A 六 ABC 中 ,OCT 与 4B,AU 四 坊 . BD,CE 是 
-= 115 = 
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ODO, 的 切线 ,相交 于 下 .加 (Osyra) 基 A 和 八 FBC 的 央 切 圆 . 将 r， 
用 过 长 seyc 及 rr 囊 示 {图 134)， 


3 134 


pi Ar Br Cr 互相 让 急 ; 并 与 
(Or) 内 切 ， 如 果 玫 CC 一 90", AC 一 3,BC= 二 4,AB= 二 5, 求 Fis 


rzr3 收 ”, 并 证 上 明 > 一 一 十 六 十 ra 图 135》， 


69。 寺庙 里 的 几何 题 ( 三 ) 


本 节 给 出 上 节 问 题 的 解答 . 


1， 取 4B 中 点 下 ,连接 CE. 则 因为 
四 ac _ BP Xx BO 


BP 1 


AB ~ 


Spe ABX BC | 


所 以 BP = 记 AB 一 CE. 


从 而 MBEC a ABPC', 
Sy AB 和 
PC =tE= 一 本. 
4P SI+S， CE Se 
an PD Ss, EE EA 下 : 由 门厅 劳 斯 定理 ， 
"116* 
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iC _ AP CE Set 9 


DB PD EA SS, 


所 以 由 此 得 性质 
BC .32(3 十 931) 
PC SD + 52 — S15 
五 (人 
DB 
aS, SS, 十 SS 十 全 >》 
S13: 十 号 一 5; 


心 一 (CS) 十 Ss» 十 D3) 


3, LAIB= 90e + 二 LCBA 十 LCAB 
= 135”， 
1 1 
SAI8 = 六 "- AB 一 A "B+ sinl35°, 
iv . AB= A .IB. 
4. BC 一 -全 . 己 形 的 交心 角 为 直角 
VY 


所 求 面 积 
i ea 
2 


5. i 公 切 线 的 和 一 3X10=30, 所 以 


2 5 
V3 a Ra 
6 ;一 6 十 人 十 YY 25 所 以 一 553 一 2 2). 由 
1 二 1 二 


Yr-t v5 Vr 


* 1i7 : 


欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


得 1 1 三 
YY Te | AS 
Es 5 
天 ”一 —— " 
n1—1- M3+2vE n+ V2) 


7， 设 三 个 正方 形 的 边 长 为 二 二 实 t3. 图 中 以 二 为 一 条 
直 衣 边 , 一 个 锐 舶 为 B 的 直角 三 角形 与 以 1; 为 一 条 直 前 边 ， 
一 个 锐角 为 B 的 直角 三 角形 祖 似 ,而 它们 的 内 接 正方 形 边 长 
分 别 为 f5413 ;所 以 


即 tvtssts 成 等 比 数列 . 

到 盆 别 以 避 Oi DOz 加 ODO; 为 肉 切 图 的 三 个 直角 三 角形 
相 伺 ,而 它们 对 应 的 直角 边 长 为 二 ,i25ts, 所 以 

| rr tr 
起 而 谨 ， +e sr 也 成 等 比 数列 ;如 
ri = 

号 . 投 正方 形 边 长 为 1:.DG=zx,CD'=y, 则 GCOS=1—x, 

DB=1 一 yyGD' =zx, 由 相似 ， 


DE=X T BE YY 1 


r= A'ECSBD'+BE—- DFE=2(—D ESr* | 这 一 


| 一 Ly y| 十 yfs2zr 一 1 一 六 .而 在 AGCD' 中 ， 
y= (tC— 1):= 2 1. 
9 设 EF 一 x,FG 一 y, 划 - 尘 十 y 十 - 竺 二 5, 即 
257 十 1237 = 60. 
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SCL23) 


1 
当 25z 一 12y, 即 zx 一 二 时 最 大 . 这 时 y 一 也 . 设 内 切 圆 半径 为 
二 
. 工 _2 TT 3 

ri 二 Te rao 4 0? 

所 以 ri 二 ra 一 rs 
10， 设 但 DO 切 CD 于 如, 刚 
Per =- | 志士 吕 | 二 各 = 8r1. 


在 以 Di 为 身边 ,直角 边 长 为 PQ 的 直角 三 角形 中 ， 
【1 十 着 玫 一 (5 一 和 一 ri 


从 而 a We 
同样 ,由 (一 1)3= (5 一 2 一 12r， 得 r=. 


1t， 显 然 DG=DH,JIG= 二 1 再; 所 以 四 边 形 AEIH 有 内 
切 阅 . 同型 其 他 三 个 四 边 形 也 有 内 切 轿 ., 设 AH==a,CG=e， 


7 1 rrr] 
则 3 : 记 以 7 二 i 


而 由 人 TAH 十 ICG 一 x180°= 二 90°, 可 知 A 人 TAH 
六 TGC rr 一 ae, 从 而 
十 7 一 a 


你 十 于 f 十 
ar 3 
pr 


闻 理 rs 二 ==r， 
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12，2 wCE :AD=CD, 所 以 
让 一 ] 里 BE 二 3 9 AF Ss 5 时 
路 生 一 5 


ry 一 一 >” ”一 1. 


2 
设 HG[1BC=P, 则 APEGSEQAAEB. 
oO 平行 于 48B 的 切线 距 AB 为 2, 所 以 也 与 中 OQ 相 
切 ,是 这 两 个 图 的 内 公 切 线 . 它 与 外 公 切 线 BC 垂直 ,所 以 外 
公 切 线 PH 也 与 内 全 切线 EG 垂直 .而且 EG 一 EB 一 3. 


因此 ,4G 一 AE 一 EG 一 5 一 3 一 2,rs 一 二 ro 一 己 ， 


13， 设 4A4' 一 1; 则 在 入 BC'C 中 ,由 于 BC"C=120”, 有 所 


以 局 攻 内 切 贺 的 切线 长 是 J 眠 而 


t+ ti 一 2w SF) 一 


六 由 余 东 定 理 
如 十 这 一 2 .38 十 2 一 2 3r) = 100. 世 ) 
改 记 2 ”3r 一 xx, 则 由 中 得 


?一 5 十 亏 z 3 
代入 忆 得 
[51 3x] | [Be | | [| 
= 100， 
即 . 5 十 5 一 25 一 0. 
i 
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5Cv7 一 Y3) 
了 
14， 设 切 钱 构成 四 边 形 ABCD, 则 一 CO4O = 90"， 
大口 DR 一 9 站 4 及 四 点 共 圆 : 天 忆 闻 人 4 一 于 站 站 用 
= ODC. 间 理 O00, 二 9 ， ODC = OD. 所 lh 
OA OA B= OA 


六 一 一 


OOD4coACNOC， OC ~ OC 同 理 亏 = DE 
OA 
易 知 二 二 OA ,一 匡 DE :从 而 rs 一 rz- 


15. 设 OP=p, 由 余 整 定理， 


二 忆 
cos OPO,— 2 ee 


2 pr 。 
cos LOPO, = LT. 
因为 OPO, 一 /OPO, = 180°, 
mo 
同 理 pr he 


16. 胡 知 P 为 AQ 中 点 .过 PP 作 .AQ 的 熏 线 交 CD 于 RR， 
则 忆 ,Q, 忆 , 民 共 加 ,PQR 二 PCR==60". 从 而 这 时 人 六 AQR 
是 正三 角形 . 


设 M,N 分 别 为 A8,CD 中 点 , 则 PN=5v 3.,PM=10 
一 5 3 ,有 =2(010 一 5 ,CQ 一 10v 3 一 10. 又 只 万 一 
BQ; 所 以 CR=CQ=10v 3 一 10, TIRC 一 45"， RAD= 45° 
ee 

已 知 三 角形 的 边 & 及 商 8, 刚 内 切 圈 
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besintB + CC) 
吕 十 占 十 cc 


加 asinBsinC 
sinfBT 0 smnB sinC 
大 而 


10sinl 5"sin30° 
sin30° TT sin15°? 十 sinl]35" 
_ btw 6 一 ~ 2 ) 
2 十 vv6 十 2 
10CY 3 一 lJ)sinbOsin45° 
sin60° 十 sind5° + sin?5" 
_ Il0oCv6 v2) _,, 
2 = 2r,, 
2 十 6 十 3 
17. 设 过 4,8 并 与 昌 O; 相 切 的 加 半径 为 7. 易 其 48= 

rg. 请 a riroy 串 


CY or + (a SV) ~ (Cr — re)’, 


Tr = 


所 以 v 天 一 三 十 r 十 条 :一 2a/ 于 
3 

而 vr wr rr, 

、 | 
所 以 2 rs 2 Fs 

= 2rs 二 2 rirs 

> = 32 十 2 
于 是 Va ar 
解 出 一 卫 a。 


18、 设 一 OO00: 一 sz,COxOO = 一 BAOIOOs 一 ”网 
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a 十 月 十 ?一 180"， 
从 而 eeosse 十 cos28 十 cos 人 一 上 一 2eosecospeosy. 
由 余 藤 定理 ， 


Cp | 2 
cost = 


2(r 一 起 Cr — ce) 
等 等 . 代入 上 式 并 化 简 得 
m2 二 5 二 OF (tao 二 er 
十 l6aber 一 l8abcta + 8 二 c= 0, 


{ro 二 5 二 or tab c+ 16abc] 
一 习 . 
所 册 一 ea 十 加 十 从 而 O00; 一 O04,O01 一 OsO;3, 四 边 形 
DODaDa 是 平行 四 边 形 ,OA OO,. 
19， 设 外 DO; 分 别 切 AB,AC,BD,CE 于 E',D ,M,N, 则 
AB— BF= AE: 十 FM 
一 AD’' + FN 
= 4C — CCF, 
所 以 BC 十 AC 一 AB 一 BC 十 CF 一 BF. 芭 @O,; 与 BC 相 切 的 
点 工 也 是 入 ABC 的 内 切 图 与 BC 的 切 点 . 


设 s 二 却 Ca 二 5 十 c) ,人 ABC 的 内 切 圈 半径 为 x. 又 设 
ACB=27, /BAC=2a, /FCA=2$, 则 


和 
tan”» 一 3, 
5 一 上 
r ritania 
ta -一 一 
百 一 ritote Prama — +t) 
ri 


> Br— rts— a 
» 1]23. 
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tany 一 tang 
t tanrtang 


6 一 可 这 -去 人 


人 
=rts or — rts—a)— rn(s— ce] 
{rr Cs cor — rts— a)]} 
一 retls — cr CO— rs 


[ots pe ;| 


二 


Pm 一 人 一 CItanky 一 着) 一 《5 一 个 ) 


rstr 一 ry 
rs— rts— 4a) 
FA | 六 1 十 zz 一品 ra 十 后 一 4ra 十 ri 一 3. 所 以 2 一 上 rz 一 3， 
ms 一 1. 由 第 93 节 笛 卡 儿 的 定理 ， 


rirary 


== Ce————— 
2 Vrirers(tri rs 十 7 一 te 


70. 五 圆 定理 与 四 图 定理 


从 忆 :@ 为 俯 ABC 的 边 BC 上 的 顺 次 两 点 . 

1986 年 ,HH，、DPemir 发 现 如 
下 的 天 图 人 定理， | 

如 果 人 六 ABP， 人 入 APQ， 
六 AQC 的 内 切 国 孝 相 莹 ,那么 
六 ABQ@ ,A 仿 APC 的 内 切 固 也 要 
等 (图 136). 


sm 2 
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1990 年 ,J，B，Tabov 将 五 
图 定理 改进 为 四 加 定理， 

如 果 六 4BP 六 GCC 的 内 
切 轩 相等 .那么 六 45 和 ,六 4PC 
的 内 切 男 也 相等 (图 137). 

证 明和 如 下 ; 设 AQ=g,AP 
=p,AB=#, PQ=r, BP=Yy, 
六 ABP 的 内 切 贺 半径 为 7 ;和 仿 APQ 的 内 切 加 半径 为 x. 

设 二 AQP 的 平分 线 与 APB 的 平分 线 相 交 于 吕 , 即 口 
为 入 APQ 的 旁 心 , 又 各 这 旁 切 加 的 半径 为 +,; 则 有 

-rT 9 十 工 一 万 


”QE 十 工 十 声 "， 
nD 上 王 寺 了 一 总 
7 PE 汪汪 
人 
同 理 , 设 入 AQC 的 内 切 圆 半径 为 ra,GC 一 zy*4C 一 c 则 有 
r ( 志 十 区 一 94924 十 思 一 工 ) 


ra (二 二 pg ze) 
所 以 ”一 六 等 价 于 
{Tq 一 plea =typ— tr p—g), 
设 入 ABQ, 信 APC 的 内 切 图 半径 分 别 为 p.,p2， 则 同样 有 
Ai 一 户 等 价 于 
{z+q— pp) p+ 二 Tee) = pg wi y—b). 
因为 
{并 二 一 才思 十 江 十 这 一》 
={r 二 gq 一 plz+a—c}+i (r+to— pI(r+ py: 
(rp—g gi t+ y—6) 
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={r 二 po ty 二 pi 二 (rp to 二 Tzr— pp 
所 以 7 二 rr; 与 D1i™ Ps 等 价 . 


71. 俄罗斯 杀手 


我 国 数学 家 吴 文 途 . 张 票 中 、 杨 路 等 研究 机 器 证 明 , 取 得 
不 少 结果 . 很 客 肌 何 定理 可 以 通过 计算 机 获得 证 明 ， 
有 一 次 ,个 罗 斯 提出 一 道 见 和 何 题 , 他 们 认为 用 机 器 难以 证 
明 , 杨 路 教授 称 之 为 "俄罗斯 杀手 ”. 
题目 如 下 ; 
设 丁 四边形 4BCD 的 面积 为 内 角 分 别 为 2a,28,27， 
20, 边 其 分 别 为 [mynv 素 . 区 记 
p= tana + tang + tan? 十 tand, 
@ 一 tota 十 cotp 十 cot 十 cotd, 
et We es To +m nt+k 


则 


a Pp 

这 题 当 然 也 能 用 机 号 证 明 . 不 过 ,我 们 也 矢 望 有 一 个 纯 孔 
和 何 的 证 明 ， © 

证 明和 的 上 四 难 在 于 给 出 的 “ 数 a 
据 ? 本 移 , 反 而 难于 措 手 . 

先 考 虐 简单 的 情况 ,如果 四 边 
形 有 内 切 加 ,那么 1 二 0. 如 图 138， 
设 内 切 圆 半径 为 >*, 则 


t= ricotat cotB) ， 
reott -十 cotp i 


= 1]26 “= 
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从 而 T=F(+m+nt kh) 二 了， 


SS=r1 一 工 - 但 ) 
即 也 对 于 圈 外 切 四 边 形 成 立 . 
对 于 一 般 情 况 , 如 图 139, 我 
们 先 作 一 个 有 内 切 贺 的 四 边 形 ， 
各 边 分 别 与 四 边 形 4BCD 的 志平 
行 ( 或 重合 ), 具体 作 时 ,可 以 利用 
原 四 边 形 的 两 条 边 BA,BC. 即 先 
作 一 个 园 与 有 4 ,BC 相 切 (圆心 取 
在 一 45C 的 骨 平 分 线 上 ) ,再 作 两 
条 切线 分 别 与 CD,DA 平行 . 
将 所 作 的 四 边 形 4"8C"*D" 放 大 ,使 它 的 周 长 蛮 为 工 . 设 这 
个 放大 的 四 边 形 为 A'BC'D'. 
过 DD' 作 CD,DA 的 平行 线 , 分 别 训 DA,CD 于 E,F. 


由 上 面 所 得 的 国 , 四 边 形 A'BC'D' 的 面积 是 二 -. 因此 ， 
我 们 只 需 证 明 


四 这 形 ABC'D' 的 面积 减 去 S, 差 是 与 


容易 看 出 这 差 是 
Sanagp + Spapr — Specr. 
如 果 人 能够 证 明 
Saarp 一 Soewps (3 
Sp Epr = 3 | (4 
那么 出 就 成 立 了 . 
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先 来 证 只. 因为 
DE DF DE— DF 
= (CAB AB) T+ CD CD CAD — A'D') 
一 【BC 一 BOC') 
— (CAB BC + OD -+ A'D') 
— (AB + BC+ CDT+ AD) 
= 人 一 下 一口 
所 以 四 边 形 D'EDF 是 加 外 切 四 边 形 . 它 的 肉 角 分 别 与 2a， 
28,27,23 互补 , 周 长 是 
DE DF+ DE DF 
= (CABO— ABY + CDP CD CAD— AD') 
十 【BC 一 BC) 
= (CAD + BC— AB — CD) 
+ CA'BTCOD AD’ BC') 
= AD++ BC — AB— CD 
一 一 29f, 8 
于 是 由 名 ,外 式 成 立 . 
再 来 证 后 . 两 个 四 边 形 都 是 平行 四 这 形 ， 
Sxagp = A'D' x DE XxX sin2a., 
由 一 开始 对 图 针 切 四 边 形 的 讨论 ， 


4D = 二 Ceote 十 cot 分 ) ， 


下 天 二 (tang 十 taney).,. . 
所 以 


人 eote 十 cotd) ttang 十 tanoe}sin2e 


2 了 7 , singe 十 Bysince 十 6) 
pg sindcosp 
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同 理 
277 sn? 十 站)sinfy + 3) 
9 sindcosp 
由 于 a 十 8 二 180" 一 (7 十 全 ,a 十 8 二 180° 一 CY 十 BB) ,所 以 


aE i 由 人 cr。 


至 此 ,俄罗斯 杀手 已 被 我 们 搞 获 . 


Opeer 下 二 
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(七 ) 道 迁 自 在 


72， 一 道 波兰 竞赛 题 


爱 解 题 的 人 ;觉得 解 题 是 一 种 愉快 ; 极 大 的 愉快 ， 
自 本 节 至 80 节 , 介 绍 的 都 是 国外 的 竞赛 题 . 
在 锐角 三 角形 ABC 中 ,ACB=2 了 ABC, 点 也 是 边 BC 
上 一 点 ,使得 2 了 BAD 二 ABC. 证 明 : 
= 十 中 
这 是 1999 年 一 2000 年 被 兰 数 学 奥林匹克 的 试题 . 
由 已 知 条 忻 , 将 BAD， 点 
一 4BC 两 入 , 便 可 产生 有 两 个 前 
相等 的 等 腰 三 角 找 ,因此 ,应 当 
在 DC 上 取 瑟 ,使 二 瑟 4D 一 
人 BADt 图 140). 辅助 线 : 搬 好 ， 所 3 C 
问题 也 就 不 难 解 焉 了 - 140 
设 小 BAD=a 刚 BAF=20=— ABC. FH, AFE=BE. 
AAFEC= /BAE-AABC=2AABC 一 ACB, 所 以 
AF= AC. 
在 和信 4BE 中 ,因为 AD 是 角 平 分 线 , 所 以 
AB 
也 ~ 有 私 ， 2 
即 


"3 香 
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BD _ AB 加 
4 二 5 AC 


时 中 只 有 三 个 在 中 中 出 静 的 量 : BD ,4B，4C. 将 加 变形 
即 得 到 心 . 


73， 坦 角 三 角形 内 一 点 


点 不 是 Rtrd4BCUCZC 一 902) 内 部 或 边界 上 一 点 . 点 三 ， 
如 ,有 分 唱 症 芝 在 边 BCCAAB 上 前 淖 尽 ， 证 阴 i 


AR* RB=BP :. PC+AQ : ., fb 
的 充 要 亲 怕 是 点 天 在 这 AB 上 . 
我 们 先 证 较 容 易 的 充分 性 . 
如 图 141; 点 于 二 R. 要 证 (人心 式 成 立 . 
易 知 训 有 一 后 一 sinA， 4 一 -cosh， 所 以 
人 十 A 六 一 sifnizer 十 coszsa 一 ]， 
即 心 成 立 ， 
三 
和 A Ry 
a 
1 
r 心 rF 五 
| 图 141 图 142 


再 证 必要 性 , 如 图 142, 设 山 成 立 ， 
沿 着 前 面 的 思路 ,; 仍 扰 利 朋 三角 函 数 ,我 们 有 
BP Bacosd cosd Fe sing 
RB BXceosy cosy’' AR Rosa， 
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4 cosp QC sing 


AR cosa' RB cosy ’ 


所 以 


BP PC | AQ. QC 
AR. RB AR. RE 


_ Cosdsind + cospsin? 


COSACOSY 
a sintd 请 十 仿 ) __ costat)) 
COSACOSy COSOCONY 
et coOsacosy — sinoasiny | sinasiny 
COSICOS CDOSacDSY ' 


从 而 = 或 ”为 0, 即 天 =RR. 
不 难看 出 ,充分 性 的 证 明 可 以 并 人 必要 性 的 证 明 中 . 
另 一 种 解法 起 利 用 每 股 定理 : 
(CAR RBY? = (AQ+QC +BP+ PCY, 
即 
AR:+- RB’+2AR ， RB 
=AQ:+ POC+QC+BP+2CAQ : QC+BP + PCO) 
= AX’ 二 B+ 2(AQ : QC+ BP + PO). 
AR RB +2(AQ + QC+BP * PCO). 
于 是 , 当 且 权 当 不 站 AB 上 ( 即 AX 一 AR,%B 二 RB) 时 ， 
DO 式 成 立 . 
津 十 也 是 1999 年 一 2000 年 的 波兰 数学 真 条 匹克 试题 ， 


74. 平 方 和 
站 ,B,C 三 点 不 共 钱 .证 明和 平面 ABC 上 存在 一 个 唯一 的 
点 忱 , 满 足 
号 呈 = 
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A: 二 六 B: 二 AB: =X%B: 二 + XC BC 
~—XC XA TCA:. 
平方 和 或 平方 差 使 人 想到 和 疏 直 关系 , 设 三 条 商 为 AD， 
二 ECF , 夫 心 为 右 ; 则 
HA:— HC!= AB:— BC = AE’— EC!, 
HB:— HHA:~BC—CA—BF—AF:. 


这 与 所 应 满足 的 等 式 已 很 接近 ， 各 
只 差 一 灸 号 . | 
在 4B,4C 上 分 别 取 F,, El， 
使 
AFI= BF, AE,=CE. 
过 区 ,Fi 分别 作 AC ,AB 的 性 线 ， B DD C 
相交 于 (图 143) ,出 图 ”143 


KA — XC AE CEI EC AE:= BC:— AB?, 
XB— XA — BrFi— AFi—~AF— BF:—CA:— BC:, 
即 点 满足 要 求 . 
另 一 方面 ,满足 要 求 的 点 美 使 
XA XC BC AB = EC — AE:— AEI—CEi, 
所 以 天 在 AC 的 过 已 | 点 的 垂 线 上 . 同 理 久 在 4B 的 过 下 ,点 
的 垂 线 上 .所 以 又 是 这 商 条 短线 的 交点 , 它 是 瞧 一 的 . 
注 : 在 8C 上 取 Di, 使 8D, 一 CD, 则 XX 也 在 BC 的 过 忆 
点 的 重 线 上 . 在 近 雇 几 何 中 ;点 久 称 为 和 俯 ABC 的 类 羽生 心 ， 


75. 六 点 共 图 


已 知 嫉 衣 三 角形 4PBC 疙 达 BC 上 取 关 及 ;AstAs 在 AA， 
与 己 之 税 ), 边 AC 上 种 上 直 吕 ,BtB; 在 BB 与 和 4 之 疗 ), 边 4 下 
"” 133 。 
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上 取 点 CyCstCs 在 CC 与 如 之 间 }, 司 得 
AAAs = /AAsA= BBB,= /BBB, 
=/CC0,= LOCOCO,. 

直线 并 有 4， BBi,， CC 图 咸 一 个 三 角形 ， A444,， BB;, CC; 国威 
嚼 一 个 三 角形 .证 明 这 两 个 三 角形 的 六 个 顶 志 在 同一 个 国 上 ， 

本 题 宜 先 作 一 个 较为 难 
确 的 图 . 在 作 图 过 程 中 可 以 
发 现 一 些 性 质 , 其 中 有 些 对 
解决 本 题 有 帮 动 . 

4 可 以 性 取 (5 当 然 应 在 
高 4D 正 侧 ),4* 应 满足 
A4, 一 A41, 妈 4,,As 关于 高 
AD 对 称 . 4,,，B1,A4,B 四 点 
共 贺 ,我 何 称 4:8 (关于 
CACB) 与 AB 遂 平 行 . 熟知 辆 ”144 
高 BE，AD 的 垂 足 玉 ,DD 的 连 线 DE 也 与 4 北平 行 ， 从 而 
有 .B.A DE. 于 是 过 二 作 DE 的 平行 线 就 可 得 到 Bi. 再 其 于 
BF 对称 ,由 B, 得 到 Bs. 同样 可 作出 CCs( 图 144). 

作 图 完成 后 ,要 证 图 中 外,Y 了 ,2Z,U,V,W 六 点 共 圆 , 证 六 
虚 共 固 的 办 法 通常 是 找 出 一 点 与 这 六 点 距离 相等 .这 一 点 即 
圆心 , 它 应 与 六 点 有 关 而 且 位 置 较为 特殊 ;从 医 中 以 及 上 述 作 
图 可 以 猜想 这 一 点 就 是 八 ABC 的 重心 五 ， 

事实 上 ; 易 知 (尽量 利用 四 点 共 贺 ) 

AX.: 444: 一 4B, 。4C 一 4C AB=AY * AA， 

只 而 4X 王 47, 即 式 ,7 基于 等 县 三 角形 44:4s 的 商 4 对 
称 . 拨 雇 HX 二 HY. . . i 2 
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辣 理 ,HY 一 HZ==HU 一 Hv 二 HW =— HX. 所 以 X,Y,2Z, 
UV,W 都 在 以 瑟 为 圆心 的 同一 个 加 上 . 

又 解 ;AAD = 90 一 /AddA; = 90°— BB.B: 一 
了 EBB 所 以 廊 ,A,B8,U 四 点 共同 . 同 理 ,如 ,4,C,V 四 点 共 
贺 . 并 且 ,两 加 的 公共 改 4 五 在 两 圆 中 所 对 圆周 外 .人 B84 二 
了 HCA4 ,所 以 这 两 个 圆 相 等 . 弦 BHU 所 对 回 周 舶 为 人 AU， 
弦 HV 所 对 圈 周 角 为 人 HAV，AHAU= 人 人 HAV， 所 以 
HU 二 HV. 同 理 可 证 HV 一 HW 一 HX 一 HY= HZ. 

三 解 : 在 又 解 中 得 到 石 , 4， 呈 ,5 四 点 共 辆 .由 于 


了 BHA 一 180' 一 人 AC, 所 以 这 个 加 的 直径 SEA I 


AB 
ae" 即 与 入 ABC 的 外 接 圈 一 样 大 . 


设 六 ABC 的 半径 为 R, 人 A4414; 二 a, 则 
AADH=90°—i, 
HU 2Rsin(90° —a) = Reosoa, 
同 理 , 五 到 VW, 多 ,Y ,2 的 距离 也 都 是 Reosa, 所 以 
UV Ws, 玉 ,YZ 六 点 在 以 五 为 轩 心 ， Reose 为 举 径 的 园 
上 


76， 三 线 共 点 与 三 点 共 线 


忆 知 六 4BC. 一 轩 过 BC, 再 分 唱 交 边 AB8,AC 于 CC'， 
BB i 而 吾 ,H' 分 别 为 俯 ABC, 信 AB'C' 的 重心 .证 朋 BB' ,CO'， 
HH' 内 庶 . 

如 图 145, 设 和 六 ABC 的 高 为 BE,， CF， 人 4BC 的 商 为 
B'E' ,CF 又 设 BC， BC 相交 于 G;'B', HB 相交 于 开 ; 
EC ,HC 相交 于 J， 
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由 第 沙 格 定 理 , 要 证 仿 HBC 与 入 HB'C' 的 对 应 顶点 的 
连 线 BB :CC ,HH' 共 点 ,只 需 证 明 对 应 过 的 交点 1 ,JG 共 
线 ， 

酌 为 互 ,有 9C 共 加 ,所 以 

GC * GB=GB’ ， GC'. OD 

熟知 已 ,C, 五 , 严 共 阅 ; 旦 IC 瑟 , 太 共立 .由 表明 马 对 于 
这 两 个 圆 的 晋 相 等 ,所 以 G 在 这 两 个 圆 的 根 轴 i 上. 

因为 BEB 二 BEB=90 十 90° 一 180”; 所 以 B,E， 
B' ,二 B 四 点 共 圆 ,从 市 TE ， IB 二 1B'， 了 有 .了 也 在 上 一 段 所 说 
的 两 个 画 的 根 轴 z 上 . 

同 理 7 也 在 1 上. 狼 此 v7 了 ,JG 共 线 ,BB' CC ,HH' 共 
而 ， 


77。 比 


如 图 146, 忆 知 轩 内 接 四 边 形 4ECD, 瑟 ,天 分 冉 在 这 
AByCD 上 变动 ,满足 AE : FB 二 CF : FD,P 在 线段 EF 上 ， 
使 得 PE: PF=AB :CD. 

求证 : Saarp :Sassc 不 入 玉 于 到 , 的 选 掺 . 


"136. 


欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


本 题 有 很 儿 比 . 我 们 有 一 个 常 DD 
用 的 .关于 定 比 分 点 的 引 型 ， 入 

证 已 分 北 段 并 已 为 到 + 下 
到 直线 ?的 距离 分 别 为 dvdr: 则 了 


到 的 下 离 
7 人 
4 mw 出 
引 理 很 容易 证 明 , 而 旦 不 少 书 图 146 


《包括 教科 书 ) 都 有 ,所 以 我 们 不 加 证 明 , 留 给 读者 自行 验证 . 
但 要 注意 全 的 分 子 是 ndg 十 mds ;而 不 是 mdx 十 ndz. 

设 AE 1 EB 一 CF ; FD 一 4, 则 取 A4D 作为 直线 /我们 
有 
4D 的 下 一 0 和 


CDx AEsinAi+ABxX DrsinD 
AB+CD 


CD ABX 


sinD 


sinA+ABXCDY 
ABT+CD 
ABXCD 


一 ITABTCDY SinAt isinD) . 


同 理 ， 


1 A 
1 二 A 1 十 久 


P 到 BC 的 距离 
_ ABXCD 
CACABTCD) 
D . : 
一 py ‘AsinD 十 Sim >)。 
所 以 PP 到 AD 前 距离 与 到 BC 的 距离 相等 
SS AAPD SR AD 


3 BPC BO *' 


CAsinBi sinC) 
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与 忌 ,F 的 选择 无 关 ， 
78. 何 时 OH 二 2R? 


六 ABC 中 , 瑟 为 重心 , 口 为 外 心 ,R 为 半 持 辐 半 径 .了 D,E， 
下 分 别 为 A,B,C 关 于 对 边 的 对 称 点 ， 

求证 ; 当 且 仅 当 OO 一 2 时 ,DD, 上 ,FF 三 点 共 线 ， 

好 图 147; 过 4, BC 分 别 作 对 边 的 平行 线 , 给 成 
六 AB'C'. 在 第 23 节 已 经 说 过 和 45 的 边 长 分 别 是 
六 ABC 对 应 边 长 的 2 倍 . 和 俯 A'B'C' 的 外 心 就 是 六 ABC 的 垂 
心 互 ,而 且 信 48 的 办 接 贺 半径 是 2KR， 


图 147 


于 是 当 且 充当 口 万 =2R 时 ,OQ 在 和 信 A'B'C' 的 外 接 园 上 . 

设 口 到 入 A'B'C' 的 三 边 所 引 自 鳞 的 垂 足 分 草 为 启 ,EE'， 
F',， 则 由 西 摩 松 定 理 : 

当 且 仅 才 咏 百 一 2 及 时 ,上 ,下 共 线 ，. 

注意 OD 7 万 万 ,并 且 ( 人 1 为 OD' 与 BC 的 交点 ) 


OP’' =00.+0,D' = FHA+ 廊 AD SHD, 
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等 等 ,所 以 将 妃 平 移 到 五 ,然后 绕 已 旋转 180°, 再 放大 至 2 
倍 , 则 万 ' ,五 ' ,于 分 别 与 万 ,五 ,已 重 合 . 
因此 当 和 且 仅 当 OR=2R 有 时,D,E,F 三 上 成 共 线 . 


79. 直线 与 圆 相 切 


如 图 148, 两 个 了 局: 在 国王 内 分别 与 加 三 内 蕊 于 两 
个 不 同 的 点 M,N. 并 县 夏 过 TT 的 较 心 . 过 1 了 i 的 两 个 交 
点 的 直线 交 古 于 A,B, 直线 村 A,MB 分 唱 与 相交 于 局 ,DD. 

求证 ; CD 与 工 相 切 ， 

首先 证 明 CDA AB. 最 简单 
的 证 法 是 以 对 为 位 似 中 心 , 将 
站 变 为 Tt 因为 这 两 贺 相 切 , 所 
以 圆心 D1, 与 MM 共 线 ). 这 时 
CD 变 为 4B. 所 以 CD/AB. (不 
热 悉 位 似 变 撞 的 上 大 也 可 以 过 们 
作 六: 与 卫 的 公 切 线 , 利用 角 的 
相等 证 明 两 线 平行 . ) 图 148 

设 T; 的 圆心 汶 DO:; 则 OO; 上 上 AB. 因而 0.0; 上 CD. 设 
OD; 与 CD 相交 于 下 ,与 AB 相交 于 五 - 只 顷 证 口 :下 一 rs, 这 里 
ri 是 r 的 半径 ， 

设 卫 , 书 的 半径 分 别 为 尺 , rn, 因为 让 过 品 ;:， 内 物证 
五 一 六 一 rz 而 由 上 而 所 说 的 位 似 ， 只 需 证 口 到 45 的 证 离 
是 


Rr, 
Re 山 


设 G 为 Tis, 的 一 个 交点 ;因为 CC 一 六 DC 一 六 :所 及 
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OE— OE =—ri—rti. 
而 
OE — OF =r OE OE =rtn— ?XO0E), 
所 


2_ 它 
A 


1 


同样 ,由 入 QO.O; 可 得 
i 


其 中 五 基 口 在 OQ.0, 上 的 射影 . 
包 减 去 他 得 


OH -OBE) = nr), 
1 
即 岂 成 立 , 证 毕 ， 


80， 图 内 接 四 边 形 对 边 之 差 


如 图 149, 在 国内 接 四 边 形 ABCD 中 证明: 
1AB—CDI+1IAD—BCI 守 |AC— BDI. 
本 题 必须 有 “加 内 接 妈 边 形 ” 这 
一 条 件 , 和 否则 结论 不 成 立 . 例如 平行 
四边形 A8CD 中 ,对 边 相等 ,所 以 忆 
式 左 进 为 4 只 要 对 和 角 钱 相等 
《4BCD 不 基 和 矩形) ,地 就 不 成 立 . 
上 而 的 反 鲁 ,实际 上 世 引 出 我 
们 的 证 法 :山内 接 四 边 形 , 如 果 有 两 
条 迪 平行 ,那么 它 的 对 角 组 必须 相 图 149 
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等 .因此 ,可 以 过 4 作 BC 的 平行 落 4D ,产生 一 个 等 腰 梯 形 
(图 150). 然后 再 考虑 
AD — BC(<AD— BO), CD' —CD(= AB—CD) 
的 和 与 
BD'— BD(~= AC— BD) 

的 大 小 - 

不 妨 设 BC 在 弦 呈 六 的 中 重 线 的 同 笛 ,我 们 证 明和 更 强 的 
绪论， 


CD —CD>BD'— BD. CD 


图 150 图 151 
为 了 看 得 清楚 一 些 , 我 们 重 画 一 个 图 (图 151) ,使 与 有 
美的 线段 栈 得 长 一 些 ， 
在 BD 上 取 正 ,使 BE 二 BD. 在 CD' 上 取 下 ,使 CF=CD. 
因为 
DEFS /DED=90°+ SLEBD>90", 
斯 以 
DF>D'E, 
即 全 或 立 ， 
岗 点 补充 ，; 
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1. 在 上 面 的 证 有明 中 ,我 们 {不 失 一 般 人 性 ) 设 A8>CD， 
AD>BC,ADD>AB. 若 A 访 是 尖 强 , 则 在 4A 户 上 取 DD' ,使 CD' = 
AB( 即 图 150 中 作 4D' /BCY, 车 4 访 是 做 屋 , 则 改 在 AB8 上 取 
B' ,使 4B' 一 Pit 盈 作 CB'/AD), 证 明基 本 相同 (字母 略 作 
更 动 ). 

2， 图 151 中 ,以 万 , 刀 ' 为 焦点 的 各 双 曲 线 , 和 逐步 “离开 ” 
PD' 的 中 季 线 . 过 B 的 双 曲 线 , 夹 在 中 垂 线 与 过 4 的 双 曲 线 
(或 过 C 的 双 则 线 ) 之 间 , 因 面 

IBD'— BDiI<max(|lCD—CDI, [AD — ADI). 

注 : 本 题 是 1999 年 美国 数学 奥林匹克 试题. 


81. 等 和 角 共 冰 点 


MN 两 点 在 入 4BC 内 ,使 
MAB— ANAC, MBA—ANBC. DD 
证 明 
AM ， BM* BN CM:CN 1 ® 
AB: 人 BA*BC CA*:CE 
注 足 岂 式 的 点 M,N 称 为 上 4BC 的 等 玄 共 罗 点 .对 于 这 
样 一 对 点 三 ;和 N; 必 有 
MCB= /NCA. EE 
但 我 们 并 不 假定 地 已 经 成 立 . 相反 地 ,在 我 们 解 题 的 过 程 中 将 
硕 便 证 明 怨 式 成 立 . 
我 们 利用 对 称 . 
设 凡 关于 48B,BC,C4 的 对 称 点 分 别 为 Mi ,nd ,AM 连 
接 4nd Bad BM;, CM, CM AM;, NM NM,, NM; (图 
152). 
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ai 
1) C2 
如 ”152 
NAM,— ANAC+T /CAM— /MAB+ /MAC = 
BAC. 同 理 人 人 NAM 一 BAC== 人 NAM;:. 又 AM=AM = 
AM ;所 以 ANAMISEANAM NM =NM. 
向 理 人 入 NBM, 吕 入 NBM NM 一 NM 所 以 NM 一 
NM,. 
OM CM=CM 所 ANCM SANCH,. MCN 
= LMICN= 记 LMiCM; = LBCM+MCA 一 人 BCA. 从 而 
BCN= /MCON— /MCB= /BCA— /BCM= /MCA, 
即 名 成 立 ， 
Da amcw, 一 2Swac* 邯 
AMxANXsin/BAC DMIXXanlABC 
nn I 
CM XCNXsin/ ACB 
DS napc 
由 于 2Snasc 二 AB XX AC Xsin BAC= BAX BCX 
sin ABC=CAXCBXsinABCA, 所 以 上 式 时 出 加， 
通常 人 用 塞 瓦 定理 来 证 明 . 这 里 的 证 潜 似 未 在 其 他 地 方 


3 = 
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区 过 ， 
82. 凸 六 这 有 形 


说 本 六 近 形 ABCDEF 中 ， 
B+/ Dt/AF=360", 
并 且 . 
求证 ， 
z Ci DE © 
已 知 与 求证 均 出 现 了 线 蜂 的 出， 所 以 肯定 要 利用 相似 三 
角形 - 向 法 有 的 像 第 17 节 * 员 不 过 
相似 代替 了 全 等 . 
如 图 153,; 上 CD 为 一 边 作 
上 CD4d coACnd( 即将 六 CE54 这 
C 旋转 ,使 CB 边 薄 到 CD 上 ,再 以 
C 为 中 心 : 作 位 似 变 换 , 司 得 吾 与 
局 重合 . 这 时 4 变 成 4), 刚 
Cp CCB CD EF 


A'D MAB DE ‘ FFA?’ 机 153 
从 而 
DE EF 
A'D rrA 
.由 已 知 易 得 


A'DE =—360°~— /CDE— /CDA 
=360°— AAODE— /CBA=— AEFA, 
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所 以 
入 EFANHAEDA'. 
可 羽 看 成 将 和 FEF4 绕 五 旋转 ,再 以 五 为 中 心 作 位 似 变 
撞 , 蛮 成 六 EDA'. 
有 ar EF EA 8 
由 此 易 得 FED 一 人 AEA'， 于 太 二 下 和 ;所 以 
AEFDo AEAA', 
FD FE 
AA AE: © 
类 位 地 , 信 CBDcooA 人 CAA'， 


DB BC 
AA AC 也 


二 除 以 出 即 得 包 . 


83. 直线 与 图 相 切 


直线 与 圆 相 切 时 , 续 切 角 与 直线 夹 的 矣 所 对 的 回 辕 角 相 
等 , 反 过 来 ,如 图 154, 当 DBC 一 /A 时 ,BD 与 (YBAC 相 
切 , 下 题 即 用 到 这 一 结论 ， 


碟 


154 图 155 
* 145。 
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已 知人 4BC 中 一 4 一 90", 一 如 < 外 接 司 四 在 4 处 
的 切线 交 直 线 BC 于 品 . 慨 巨 为 办 甘于 BC 的 对 称 点 ,六 为 入 
到 BE 的 各 是 ,YF 为 AX 的 中 点 ,直线 BY 广 变 中 于 子 .证 明 直 
线 BD 与 八 ADZ 的 外 接 国 相 切 (图 155). 

我 们 要 证 AZDB= .AZAD, 而 ZAD 一 AZEA, 所 以 应 
有 

ZIDB=/ZEA. OD 

反 过 来 , 邵 困 能 证 明 吕 成 立 , 那 么 结论 也 就 得 出 了 . 

如 图 156, 设 BD 与 4EE 相 
变 于 下 , 则 五 是 4 的 中 所 ,GD 
即 Z, 玉 , 坊 ,D 四 点 共 圆 . 这 四 
点 共 圆 当然 不 能 用 全 来 证 《而 
是 由 四 点 共 回 导出 中 ,所 以 应 
考虑 其 他 角 之 间 的 关系 , 例如 

EZF=/EDF. ® 图 156 
鲍 的 右边 是 一 个 比较 容易 用 已 知 角 表示 的 角 . 设 ABC=p， 
风 EBD=8， 
EDF=—90°— /FED=—90°—2p. 

而 LEZF 也 有 种 种 条 件 可 以 利用 ,有 希望 算出 (如 果 证 
EZD 一 EFD 一 90", 那 么 计算 EZD 涉及 品 点 ;难于 解 
决 ,， 似 平 外 了 一 个 圈子 还 要 去 等 未 知 的 一 ZDF. 现在 算 
人 EZF ,已 与 DD 无 关 , 这 是 一 个 大 好 的 兆头 ). 

事实 上 ,YF/AXE, 所 以 

/YFA—/BEA~=/BZA, 
4 , 严 ,Z 四 点 共 图 . 


从 而 
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EZF=— /EZB— /BZF 
一 一 五 4 下 一 /EAX 
~—/BAX 
=~ 90"—28., 
于 是 鑫 成 立 . 证 毕 ， 
证 明 中 ,由 YF/AXE 及 A,B,E,Z 四 点 共 圆 导出 A,Y， 
下,Z 四 点 共 圆 ,也 是 常用 的 手法 ,希望 读者 能 散 注 意 , 


84。 三 个 四 边 形 的 面积 


如 图 157,D 是 面积 为 S 的 凸 四 边 形 4BCD 内 一 点 . 乓 ， 
ZEN 分别 是 边 AB, BC,CD， 
DDA 的 内 点 . 荐 DKRKBL,OMDN 是 

平行 四 边 形 ,Si,Ss 分 别 为 四 边 形 天 

ONAK ,DMCL 的 面积 . 证明: 


SV 十 WW 本 


如 果品 在 对 角 铸 4C 上 ,那么 图 157 


AD’ 
AOAN = -ACT SAAcD 中 


AD: 
由 MKOA™ A a sf 


相 如 得 
AO? 


rt 


即 


re AD 
D1 = 


a 和 
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同 理 


OC 
V Se = Vs. 
所 以 
所 几 ) 十 af 让 2 = 六 加 
对 于 一 般 情 闹 ,过 口 作 五 局 的 平行 线 变 AC 于 O'. 关 于 
OD', 讶 相应 的 四 边 形 为 ON'AK',O'M'CIL'( 图 158); 面 积 为 
S12: 则 
WB a 可 
中 
连接 LiM', 交 OM 于 P.ML' 与 - 
OL 的 延长 线 相交 于 人 @. 由 OL' /AB， 
所 区 工 (4 BD, 从 而 图 158 


Soowmw> OMP—= Sor Lo Nor 和 


即 

Sed 
同 理 S19. 
所 以 SY Si 十 


85， 俄罗斯 竟 赛 题 ( 一 ) 


下 而 分 绍 2000 年 俄 罕 斯 数学 奥 林 匹 交 中 的 几何 题 . 

1， 如 图 159, 设 铬 角 三 前 形 ABC 的 外 心 为 口 ,六 4OC 的 
外 心 为 天. 局 ) 民 分 别 与 4B,AC 再 交 了 于 M,N. 天 关 于 MN 
的 对 称 点 为 工 ， 


了 4 
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求 让 -: AL_LEC., 

只 需 证 明 4LYODKE, 为 这 ,我 们 
证 明 四 边 形 OQKLA 是 平行 四 边 形 . 天 
为 AAOAB = 90:— 可 ADB = 90°— 
C=90°— /AAMN ,所 以 OALMN, 
从 而 OAW EKL. 


内需 再 迹 上 一 O04. 为 此 注意 图 159 
站 NKL 与 六 KOB, 它 们 的 边 NK 一 NL 一 KO 一 KB. 又 


LKOB=FLBOC~LBAC, 


对 于 CKK 的 骤 , 反 一 歼 兴 的 地 是 人 BAC 的 度数 ,而 BC 


的 度数 邵 一 BKC 一 2 一 BOC 一 48A4C 的 度数 ,所 以 好 只 的 新 
数 即 
4 BAC—2/BAC=2/BAC, 


从 而 ERKN 一 于 AMHKN 一 B4C 一 一 KOB, 于 是 
ANKLEANKOB, KL-0B=OA. 
ALLBC. 

2， 加 有 图 160, 在 入 ABC 的 
中 线 .CD 上 任 取 一 点 五 . 团 Si 过 
万 ;开明 与 AB 煌 切 于 A; 辐 5， 
过 万, 并 且 与 AB 入 切 于 8; 国 
SS 分别 交 AC,BC 于 M,N， 
来 汪 人 CMN 的 外 接 因 与 国 Si， 
.9: 都 相 切 ， 图 160 


五 到 隔 S$S1,5; 的 切线 长 DA 二 DB, 所 以 吃 在 这 两 个 辆 的 


sj] = 
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根 轴 上 .而 两 图 的 交点 下 也 在 根 轴 上 ,所 以 CD 就 是 两 个 陪 的 
根 轴 . 从 而 
CMXCA=CN xCB, 

M,N,B,A 丁点 共 町 ， 

过 时 作画 .3: 的 切线 PQ, 则 

PMCS— /AMQ— /MAB= /CNM, 

所 网 PQ 也 与 仿 CMN 的 外 接 回 相 切 于 MH; 从 而 和 信 CMN 的 外 
接 曙 与 圆 5 相 切 于 点 M. 

同 理 , 和 信 CMN 的 外 接 贺 与 圆 S$, 相 切 于 点 N. 

以 上 两 题 都 是 九 年 级 的 先 题 . 


86.， 俄罗斯 竞赛 题 ( 二 ) 


以 下 两 道 题 是 十 年 级 的 ,最 后 一 道 题 是 十 一 年 级 的 赛 题 . 

1， 如 转 161, 在 饥 角 三 角形 ABC 中 ,高 4A, 与 CO 所 
赤 的 凯 角 的 平分 线 分 别 交 BA4， 百 
BC 于 Pl 本 心 采 与 AC 中 点 
MM 的 连 线 与 ABC 的 平分 线 相 
交手 R， 

求证 : 了 ,B, 人 @Q,RR 四 点 共 图 . 

由 于 ZCHP = LCHQ = 
ALHG ;BAC .PHS /AAQH, 六 
BP= BG. . 图 161 

证 入 BP@ 的 外 接 图 与 二 4BC 的 平分 线 相交 于 R', 则 
BR' 是 外 接 十 的 直径 ,R'P BP,R'Q | BQ. 所 以 RPNCC,， 
RQ/ AA. 

设 RP, RQ 分 别 交 五 4, HC 于 己任 , 则 四 边 形 


= 1 。 
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PiR'Q1 是 平行 四 边 形 .因此 瑟 玉 平分 Pi&. 
因为 R'PACCi ;所 以 


AP, PP, 

AH EH 
同 理 

cQ， QQ, 

CH AH- 


易 基 和信 P.PPROAANQQH ,A 八 PCOHOANQAB ,所 以 


Pp, pH CH 
G0 GH AH' 


从 而 
AP, _ PP QQ Ce， 
AH CH AH CH' 
于 是 PA AC. HR' 平 分 PR; 所 以 HR' 也 平分 AC, 即 五 ， 
RR' ,14 共 线 . 民 ' 就 是 五 邮 与 了 4BC 的 平分 线 的 交点 民 ， 
2. 如 图 162， 人 站 内 ,7 吕 
与 OO 相 切 于 和 N.O 的 戈 BBA， 
BC 分 别 号 CO, 相 赚 于 尺 ,JM. 不 
会 NN 点 的 台 有 PB,BC 的 中 点 分 别 
建 忆 ,了 , 设 信 BQK 上 与 作 BPIM 的 
外 接 图 的 第 二 个 交点 为 BI. 
求证 : 四 边 形 BPBJQ 为 平 
行 罗 这 形 ， , 
以 六 为 位 似 中 心 , 将 加 加 图 162 
变 成 QOD. 设 这 圭 天 交 为 中 OQO 上 一 虑 他; 则 .AB 变 为 (YO 的 
过 名 的 切线 , 写 与 4 五 平行 .由 于 过 外 的 切线 与 辟 AB 平行 ， 
所 以 导 就 是 4 的 中 点 总 . 地 .N ,下 ,和 共 线 .， 


* ] 5 。 
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同 理 ,NN ,M,P 共 线 . 
略为 息 , 瑟 ,天 , 瑟 共 贺 ,所 以 
BBK—/BQAK=180— /HPN. 
因为 B,B,,M,P 共 眉 ,于 久 
BBM=180°— /BPN— /BBK, 
从 而 Bi; 下 , 训 三 点 林 线 . 

QDB— /QAKB- /AKN~— /KMN= /BBP, 
所 Bl QB A BP. 

辐 理 PB BQ. 证 毕 . 

3， 如 图 163, 四 近 形 ABCD 外 切 了 于 园 凡 直线 AB ,CD 
相交 于 总. 加 oa; 与 BCD 都 相 雪 ;并且 国志 与 BC 相声 
于 下 , 辐 ws 与 AD 相 茹 于 荆 .已 知 品 , 尺 ,上 三 点 共 训 , 求证， 
BC 的 中 点 、AD 的 中 上 志 及 团 包 的 国 心 三 点 共 线 ， 


多 63 


设 KL 与 圈 的 交点 为 P,Q. BC,AD 与 园 乞 的 切 成 分 
别 为 六 
以 OO 为 位 似 中 心 ， 将 贺 w 交 为 圈 w, 则 天 点 处 的 切线 
BC 变 为 纺 点 处 的 雪线 五 ,六 BC 
为 位 枚 中 心 , 特 培 wo 守 为 图 殿 ;到 二 人 
A4D 蛮 为 PP 点 外 的 切线 7,,1; /AD. 
于 是 ,8s,;BC,AD 图 成 一 个 平行 册 边 形 . 它 是 圈 mm 的 外 
-152 - 
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切 四 边 形 , 因 而 是 萎 形 . 六 w 的 闻 心 忆 是 这 个 环形 的 中 心 , 对 
前 线 ST 过 上 E 而 且 与 MN ,PQ 平行 ;到 MN ,PQ 的 距离 相 
等 .所 以 3, 工 分别 为 型 到 ,NE 的 中 点 ， 

由 于 五 玉 =MCC 注 3 所 以 5 也 是 BC 的 中 点 . 同 理 位 是 


AD 的 中 点 .证 毕 - 
广 : 〔 圈 凸 和 与 m 的 外 会 切 绕 长 ) 一 百 玉 一 五 召 
=BM— BK 
二 团 避 与 吉 : 的 内 人 汉 菇 线 长 
=CK—CNM 


一 (图 w 与 m 的 外公 切线 长 ] 一 CM 一 CM ， 
所 以 BK 二 CM 
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(C/A\) 任 我 游 


87. 北平 行 线 


读 课 外 书 就 像 导 公园 ,可 以 由 着 自己 的 性 子 四 处 浏览 . 本 
章 的 内 容 不 在 通常 的 中 学 课本 内 ,但 中 学 生 不 难 读 慌 它 ， 

在 八 ABC 中 ,如 果 EFABC, 并 且 上 ,FF 分 剂 在 AB, AC 
上 ,那么 


AAEFC A ABC. CD 
和 如果 FE' ,FF' 分 别 在 AB,AC 上 ;并且 万 女友， 本: 罗 点 共 
园 , 那 么 
AE'F'- /ACB, 
从 而 


AAF'F'c ACEB， 网 

后 五 ' 乏 为 关于 AB, AC 与 BC 这 平行 ;在 不 致 混 洋 时, 忆 
简称 丘 王 与 BC 递 平行 . 闭 平 行 线 截 得 的 三 角形 与 原 三 角 
形 相 他, 但 必须 注意 心 , 思 癌 是 表示 两 个 三 角形 与 原 三 第 形 
相似 ,字母 的 对 应 关系 却 分 别 是 EBCF 一 CY),E' 一 C(tF' 一 
FB). . 

易 知 EF /BC,E'F' 与 BC 逆 平 行 时 ,EE'F' 与 EF 也 是 
《关于 4B,AC 的 ) 一 对 逆 平 行 线 . 

不 难 证 明 , 如 果 已 后 AM 都 是 BC 的 逆 平 行 线 , 那 公 
EF /MN(E 164). 

如 果 BN,CM 分 则 是 4AC,AB 边 上 的 高 ,部 公 MN 与 
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BC 道 平行 . 这 是 最 常见 的 一 对 首 平 行 线 . 

在 第 38 节 已 经 证 过 下 面 的 绪论， 

外 心口 与 顶点 4 的 连 线 垂 直 于 BC 的 北平 行 线 ， 

四 此 , 作 过 的 道 平行 线 , 最 简单 的 办 法 就 是 作 OACOB， 
ooc) 的 短线 . 


184 165 


道 平行 钱 并 不 限于 三 角形 内 . 一般 地 , 设 有 ,B,C,D 由 点 
共 贺 , 则 称 AD,BC 关于 AB,CD eS 并 DD，BC 关于 
AC ,BD 逆 平 行 (图 165)., 这 与 上 面 的 
定义 实际 上 是 一 致 的 . | 

北平 行 线 的 概念 在 证 明 中 颇 为 有 
用 ;下 面 举 一 个 便于 . 

如 图 166, 48 是 DOD 的 直径 ,PA 
为 切线 . 过 PP 任 作 一 制 线 交 中 DO 于 已 ， 
DD, 连接 BC, BD 分别 与 PO 相交 于 
,FF. 求 证 :EO 一 OF. 

过 马 作 PO 的 平行 线 ,分 别 交 
AB;,BD 于 DO',F'. 只 需 证 

CO'=—0O F', . , D 
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取 CD 的 中 点 了 工 要 证 中 ,只 需 证 
OI/BD. 必 

困 为 A:C,B,D 四 点 共 团 ,所 以 AC 与 BD 关于 AB,CD 
逆 平 行 . 要 证 名 ,只 和 需 证 明 OT 与 AC 关于 AB,CD 道 平行 ， 
即 O ,了 ,AC 加点 共 园 , 搁 和 句 话说 ,只 和 需 证 明 47 与 OC 关于 
及 B,CD 道 平行 ， 

因为 CCAPO, 所 以 只 需 证 明 47 与 PO 关于 AB,CD 
道 平行 , 即 A,7,O,P 四 点 共 荣 . 

而 由 人 OIP= 二 PAO=90°, 立 即 得 出 4,7,O,P 党 点 共 
圆 , 从 而 EO 二 OF 成 立 . 


88， 共 辑 重心 (一 ) 


几何 学 历史 杉 夭 , 目 欧 几 里 得 算 起 ,也 已 经 有 两 干 多 年 . 
经 过 两 千 多 年 的 “ 采 据 ”, 平 而 殉 氏 几何 的 大 部 分 甘 华 已 经 落 
大 大 类 手中 .但 征 19 世纪 后 半 叶 ,又 发 现 了 一 个 宝库 ， 得 出 不 
少 新 结果 , 这 些 结果 可 见 以 下 书籍 : 

1，、J，Casey ,近世 几何 学 初 编 》 李 以 编 详 ,商务 印 书 
馆 ,1952 年 出 版 . 

2. R. A. To 上 海 教 

育 出 版 社 ,1999 年 出 版 ， 

3. 村. Gallatly ， Modern Geometry of ihe Triangie, 
London,. 1910, 

自 本 节 起 ， 我 们 介绍 一 些 有 关 共 斩 重 心 的 结果 . 

在 第 81 节 ,已 经 说 过 和 著 角 共生 点 . 设 自 一 4 的 顶点 4 引 
出 两 条 射线 ,与 它 的 两 边 成 等 角 , 则 称 它们 为 (关于 一 4 的 ) 等 
角 钱 . 在 第 31 节 , 已 经 证 明了 岂 下 定理 : 
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设 过 三 角形 三 个 顶点 的 三 条 直线 交 于 一 点 也, 则 它们 的 
‘甘于 三 角形 相应 衣 ) 的 等 骨 线 也 交 于 一 点 QQ. 

点 忆 称 为 点 也 的 等 和 角 共 轩 点 . 

重心 G 的 等 角 共 固 点 称 为 共 冰 重心 . 

1873 年 法 国 的 科学 进步 协会 在 里 勇 开会 ,会 上 下 ， 生 莫 
奈 (Emile Lemoine) 介 绍 了 苍 重心 及 一 系列 相关 问题 ,对 上 
述 平面 欧 氏 几何 的 复兴 起 着 重要 的 推动 作用 - 因此 法 . 英 等 国 
称 共 力 重 心 为 菜 英 恩 志 ,但 德国 的 著作 却 称 之 为 格 殉 析 
《Grtrebe) 点 .其实 全 蔓 恩 与 格 整 伯 对 共 罗 重 心 的 知识 均 有 和 贡 
献 , 但 根据 数学 史家 过 凯 (Mackay)7 的 研究 , 这 个 点 并 非 某 个 
人 一 时 的 发 现 , 面 是 由 不 同 的 斌 
容 者 研究 它 的 各 种 性 质 , 乏 渐 成 
为 著名 的 点 . 因此 ,还 是 称 它 为 共 
固 重 心 为 好 . 了 

上 和 节 已 经 说 过 道 平行 线 , 如 
图 167, 设 下 为 共 恩 重心 ,EF 与 
BC 是 { 美 于 A8,AC 的 ) 道 平行 ， 
则 必 有 有 A 太平 分 EF. 

宙 实 上 , 八 AEFw 信 ACB, 面 图 167 
直线 .AK 正好 与 俯 ACB 的 中 线 4DP 相对 应 (因为 人 人 BAD = 
人 FAK 所 以 AK 平分 EF. 

反 过 来 ,如 果 4 天 平分 EE, 那么 EF 与 BC 道 平行 . 

事实 上 , 设 五 手中 点 为 已 ,过 虽 作 HC. 的 逆 平 行 线 E'F' 
CF' 分 别 在 AB,AC 上 ) 册 五 名 被 AK 平分 ,部 以 口 为 中 
点 . 因 面 吾 ' 五 与 克 ' 政 平行; 伍 瑟瑟 与 王 ' 玉 相 效 于 4, 所 以 只 
能 是 杞 与 瓦 ( 或 玖 ' 与 人 从 而 E'F' 与 EF 重合 ,EF 与 
BC 道 平 行 ， 


nh 人 
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89. 闪 罗 重 心 {二 ) 


如 图 168, 在 入 ABC 中 , 设 侣 为 重心 , 和信 BGC, 八 CGA， 
4G 瑟 的 外 心 分 前 为 已, 息 , 尽 . 证 
明 ;入 PQR 的 重心 . 共 坏 重心 分 别 
为 六 BC 挤 外 心口 , 重 吃 如， 

设 BAG =a, OAC ua, 
ACG=Y, /OCB=7 , /CBG= 
B, GBA=P. 

因 海 和 仿 AGB 的 外 接 了 加 与 
和 BGC 的 外 接 贺 的 公共 弦 是 GB， 
所 以 PR1GB. 又 人 ABC 的 外 接 中 
圆 与 人 AGB 的 外 接 国 的 公共 驴 是 AB, 所 以 ORL AB. 从 而 
人 PRO 与 人 OBG 是 等 前 的 余 角 ,一 PRO 一 DBG= 有 . 同 理 
可 证 出 其 他 角 ,如 图 168 所 示 . 

如 图 169, 延 长 中 线 BE 到 站 ， 
使 ED==GE,; 则 易 知 六 AGD 的 三 边 
分 别 与 G4,GB ,GC 重合 或 平行 ,而 
且 中 如 AE 与 边 GA,AD 所 成 前 为 
a ,7 等 等 . 

由 于 APQR 的 边 分 器 与 G4， | 
GB3GE 大 直 , 所 雇 也 分 别 与 八 AGD hy 
的 边 垂 站, 这 两 个 三 角形 枪 似 . 而 OQ 与 边 RQ,QP 所 成 前 为 
a'y7 等 等 ,所 以 OQ 等 等 是 中 线 , 口 是 人 PQR 的 重心. 

了 到 卫 是 ABGC 的 让 心 ; 所 以 
BPG=—2/ BCG= 27'. 
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而 PR 王 直 平分 GB; 所 也 
LRPG= 广 LBPG—7Y ~ /OPEQ. 


即 症 和 六 PQR 中 ,PG 与 PO 是 关于 一 RPR 的 等 角 线 . 
车 理 可 证 和 G 与 QO,RG 与 RO 是 关于 相应 角 的 等 角 线 ， 
所 以 品 ,G 共 罗 ,G 是 入 PQR 的 共 辊 恒心 . 


90. 浴 殉 略 


自 入 ABC 的 边 4B 上 一 点 卫 开 奴 , 交 异地 作 相 应 边 的 这 
平行 线 、 平 行 战 得 入 ,RS TI 图 17?70)?. 证 明 : UPjAC, 并 
且 己 入, 民 ST 人 点 共 国 ，、 

再 为 PQ 与 BC 道 平行 ,所 以 
人 APQ= ALC. 同 理 A 人 RSB= AC. 又 
RA AB, 所 以 四 边 形 QRSP 是 梯形 ， 

而 且 是 等 采样 形 {两厢 与 雁 边 等 倾 
角 ) ,所 以 PQ=SR, 

园 理 1U=SR. 

于 是 TU=PQ. 但 TU,PQ 与 4C 图 170 
等 倾角 ,所 以 己 ,P 到 AC 的 距离 想 等 ,路 UP//AC.， 

最 热 等 且 梯 形 的 顶点 共 圆 ;所 以 P,S,R,Q 共 圆 . 又 PU 
与 SR 道 平 行 , 所 区 P,S,R,U 共 贺 , 妈 卫 ,@,R,S ,U0 共 国 . 

间 理 了 也 在 这 个 加 上 . 

这 样 竟 圆 称 为 塔 克 (Tucker) 加, 塔 克 加 的 国 心 ,位 置 当 
揪 随 己 点 的 位 置 而 变化. 但 我 们 有 下 面 的 结果 ， 

设 和 4BC 的 外 心 为 吃 , 共 辆 重心 为 五. 

不 论 已 点 在 4 刀 上 如 何 选 到, 上 型 得 到 的 塔 克 图 , 国 心 
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一 定 在 直线 KO 上. 

事实 上 , 设 PQ 的 中 点 为 上 ,RS 中 点 为 大 ,TU 中 点 为 N， 
则 由 于 下 为 甘 罗 中 心 ,到 4 过 工 等 | 
等 . 

因为 LM 是 梯形 PQRS 的 中 
位 线 , 所 以 LM /AB. 同 理 MN 
BC,NL/CA. 

于 是 外 是 人 入 ABC 与 和 人 LMN 
的 位 似 中 心 . 在 这 一 位 侯 变换 下 ， 
六 ABC 的 外 心口 变 为 六 La 的 外 图 17?1 
心 玉 ,WL 一 WM 一 WN, 并 且 到 在 KO 上 ,WLAO4. 

在 第 38 节 书 指出 OA 上 PQ, 所 以 WL 1 PR. 因 此 更 在 
PQ 的 垂直 平分 线 上 .， 

: 同 理 W 在 TU 的 筹 直 平 分 线 上 .因此 到 就 是 塔 克 辆 的 
圆心 . 


91. 攻 莫 胃癌 


自 和 六 ABC 的 共 硬 重心 天 作 各 过 的 平行 线 , 与 其 他 两 边 
相交 ,得 六 个 点 忆 , 馈 , 玉 ,ST,D ,这 
六 点 必定 共 其 . 

‘如 图 172, 四边形 APKQ 是 平 
行 四 边 形 ,所 以 天 4 平分 PQ. 因为 
是 共 弦 重心 ,所 以 PR 与 BC 道 
平行 (参见 87 节 )， 

同 弄 TU 与 4B 道 平行 ,RS 号 旦 
4C 道生 行 ， - 并 172 
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因此 P,Q.R,S,.T,U 六 点 共 圆 ( 塔 克 圆 )， 

土 而 所 得 的 区 称 为 第 一 类 菜 莫 恩 贺 ， 

自 茶 斩 重 心 六 作 各 边 的 北平 行 线 , 与 其 他 两 边 相 让 ,得 
P,Q;R,S,TU 六 点 ,这 六 点 也 必定 共 圆 。 

如 掏 173 ,因为 后 是 共 二 重心， PS 与 AC 六 平行， 所 以 
PS 寝 点 平分 . 及 

园 理 QT 被 上 发 平分 .于 是 四 边 
形 PQST 是 平行 网 边 形 ,PQA/BC. 

同 理 ,RS /AB,TU /AC. 

于 是 了 ,S$;,R,U ,TQ 六 点 共 艳 
《 措 克 车 ). 

卡 面 所 说 的 贺 称 为 第 二 类 莱 匡 
轧 济 : 图 173 

.在 第 二 类 菜 疯 因 贺 中 , 续 PS,QT 互相 平分 ,从 面 它 们 的 
公共 中 点 就 是 中心 . 即 巷 重心 六 是 第 二 类 菜 莫 恩 面 的 
攻心 . 

第 一 类 菜 莫 轧 贺 的 圆心 W 在 哪里 昵 ? 

由 上 节 ,W 在 KOD 上 .而 且 由 于 图 172 中 ,KA 与 王 名 五 
相 平分 ， 所 以 PQ 的 中 点 工 也 是 下 4 的 中 点 ,而 

KW EL 1 
kKO KA 2， 

所 以 第 一 类 荣 葛 轧 图 的 圆心 多 是 线段 KKO 的 让 让 
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( 九 ) 已 党 此 处 景物 好 


92。 四 点 间 的 距离 


本 章 将 介绍 几 个 定理 及 定理 的 证 遇 ， 
平面 上 任意 四 点 4: 百 ,C 口 , 丙 两 之 间 揭 三 亢 共 有 六 个 ， 

即 图 让 的 asbscs 工 ,yz 这 六 个 距离 有 一 定 的 关系 . 
7 出 祭 驴 定理 ， 


加 vy 十 和 加 全 
cosa 一 “2 nh 
时 Ed 十 立 # — Pr 
cosp = oer F 
本 全 十 3 一 
COSY 一 ee 多 
面 a1B,7 之 间 有 关系 : 
a 十 8 十 7 二 360° 地 


(或 类 做 的 关系 ,随口 的 位 置 不 同 而 栈 有 不 同 ,但 不 影响 最 后 
的 绪论 ), 因此 
cosy -一 cosfK360* 一 一 月 ) 一 cos Ka 十 月 7 
=cosacosp—sinasing 
—cosecosf— w 《1 一 cos2a7 fl 一 CS 及) . (加 
将 国 , 回 , 辐 代 人 回 ; 得 
和 
DEY yr 2 
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Sy 
化 简 担 
2 Cr 二 yy 

一 一 vdye— (yz oa) | de x (eT 一) |]. 
平方 得 

[227CT yy 十 ra)(tz 二 ep)b 

一 [yzgez 一 《42 十 2 一 2232 [4zzr 一 (Kx2 十 工 :一 一 )2]， 
骨 经 过 一 香 化 简 得 
Palitari— yr oe) Da the a r+tabic =0, 
其 中 之 表示 将 aavc 轮换 ,z,yz 轮换 而 得 出 的 三 个 式 子 的 
和 和 ， 

在 得 出 岛 式 时 ,破坏 了 “对 称 性 ” 爱 办 斯 坦 大 概 会 批评 这 
种 推导 是 “五 年 的 5 ,但 最 后 导出 的 加 关于 cp:c 对 称 ,也 关 
于 zy 之 对 称 ， | 

运用 一 点 距离 几何 学 的 知识 ,可 以 不 破坏 “对 称 性 ”,“ 优 
雅 " 地 得 上 出售, 而 且 可 以 写成 更 漂亮 的 形式 ; 

0 cs 6b x 1 


bE a 0 2 1|=0. : {) 

zz 22 0 1 

1 .1 1 0 
志 的 左边 是 一 个 对 称 的 五 阶 行列 式 (与 曲 式 左边 只 差 一 个 而 
子 一 2), 它 有 很 强 的 几何 意义 , 即 如 果 口 ,A,B83,C 是 空间 由 
点 , 没 四 面体 OABC 的 体 千 为 V, 则 合式 左边 就 是 288V?. 所 
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以 它 是 已 知 六 条 楼 长 , 求 四 画 体 体积 的 公式 , 当 口 ,4,C 在 
同一 平面 时 ,体积 姐 化 为 0. 

比 雪 去 左 边 低 一 维 的 .与 平面 上 三 点 4,B,C 有 关 的 四 
阶 行列 式 蚌 


(= a 


SP 
[be 
[ 
bs 
ey 
Ei 手 二 二 一 


1 1 1 
其 中 站 se 是 信 ABC 的 边 长 . 
这 个 行列 式 是 16342,4 是 六 4BC 的 面积 ， 


33， 笛 卡 儿 关于 圆 的 定理 


如 条 半径 为 Tirrer Fa 的 三 个 加 两 两 外 切 ， 同时 又 都 与 半 
径 为 = 的 男 外 切 ， 如 图 175 所 示 ,' 那 
各 上 二 省 的 公式 中 ， 

rr 五 一 rs rs 蕊 一 六 r,s 


工 一 ri 十 rs a < 一 下 十 7 


代入 上 节 久 ,经 过 恒 等 变 形 ;可 得 
守 计 22 国 
这 一 变形 相当 麻烦 . 如 果 热 悉 行列 式 ” 、 图 175 
的 性 质 ， 将 中 代入 上 节 司 ， 可 以 比较 简单 地 导出 名. 
”如 时 举 径 为 的 喜与 前 三 a 
将 其 中 站 的 改 尖 一 
于 是 ， 当 第 四 个 加 与 前 三 个 网 外 切 时 ,由 @ 得 
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| 1 - 1 _ 1 二 | = deri 十 二 起 
re | 了 3 rs | 
从 而 

= es -图 


2 NY rraratrit rs ra? rr rr rr 
当 第 四 个 图 与 前 三 个 图 内 切 时 ,多 中 放 , 应 搞 成 一 ro 所 以 二 应 
榴 为 


mirers 


名 


2 = 
2 reratn tr tra? Oo— Crts rr rr 
以 上 公式 黎 为 苗 卡 儿 ({(Descartes) 关 于 国 的 定理 . 
在 3 维 空间 中 ,如 果 半 径 分 别 为 六 (1 扫 r 魏 4 的 四 个 球 互 
辑 外 切 , 第 五 个 半径 为 5; 的 球 与 前 四 个 想 切 , 那 委 


二 1 

三 一 人 iT © 
如 果 第 五 个 图 与 第 :个 图 (1<<i<<4) 外 切 ,下 二 前 而 放 正 号 ， 
如 果 第 五 个 圈 与 第 i 个 图 内 切 ,一 一 前 面 改 放 仙 号 . 


94. 笠 沙 格 定理 的 证 明 


和 本 节 至 第 96 节 ,我 们 将 证 明 本 书 开 头 出 现 的 几 个 著名 
定理 ， 
这 些 定 建 的 证 法 很 多 ,可 以 在 常见 的 书 上 查 到 . 这 里 介绍 
的 证 获 较 不 常见 ,不 过 均 超 出 了 初等 平 而 几何 的 范 图 ,介绍 的 
目的 是 希望 只 出 去 ”, 从 外 面 香 一 看 “ 访 山 面目 ”. 

本 节 先 证 明 笛 沙 格 定理 .。 . 
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笛 赴 格 定 理 与 透 质 有 关 . 在 平面 上 倒是 较 难 太 碎 的 “ 硬 果 
子 ”, 但 在 空间 ,情况 反 而 变 得 
简单 ， 

如 图 176, 设 入 4i,4:4: 与 
六 B18s8B; 在 两 个 不 同 的 平面 
M,N 上 ; 面 对 应 顶点 交 于 一 
点 口 .这 时 4:4, 与 BB; 的 交 
点 局 也 是 平面 村 ,NN 的 公共 
点 ,因而 必 在 村 ,NN 的 交 线 
上 . 同 理 ,GC; 也 都 在 上 , 即 
CC 三 点 共 线 . 图 176 

设想 再 有 一 个 光源 PP， 将 OO, Bl » 1， Bs 都 照射 到 平面 Mm 
上 ,就 得 到 在 平面 M 上 的 两 个 三 角形 :和信 AlAsA; 与 入 Bi1BsB'， 
它们 的 对 应 顶点 的 连 线 交 子 同一 点 O ,形成 平面 上 的 笛 沙 格 
定理 的 图 . 

反 计 来, 设 平 照 于 上 有 两 个 三 角形 ,入 4,4.4s 与 六 中 82Bs， 
它们 的 对 应 顶点 交 于 同一 点 O'. 我 们 可 以 在 平 而 MM 外 取 一 
点 也 ,连接 PO ,并 在 PO' 下 枉 取 一 点 口 (图 1??). 

在 平面 PO A 内 ;连接 OA ,六 PB 于 Bs 

在 平面 PO' 4, 内 ,连接 OAs, 交 PB 于 B;; 

在 平面 PCr 4 内 ,连接 中 A;, 交 PB 于 B;. 

这 时 和 A141 和信 BBsB, 的 对 应 顶点 的 连 线 交 于 同一 点 
总 .因此 根据 上 面 所 说 (空间 的 笛 永 格 定理 ), 对 订 边 的 交点 
:CoC 共 线 , 其 中 C 是 4:4: 与 8.B; 的 交 虚 , 它 是 平面 
PB:B; 与 平 而 好 的 公共 点 ;因而 也 在 这 两 个 平面 的 交 线 记 成 
上 , 即 忆 也 是 AsAs 与 BB 的 交点 . 同样 CisC 也 分 别 是 
44i 与 BB1,AlAd; 与 B1B: 的 交点 . 
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图 177 


于 是 和信 A14:4; 己 六 记忆 总 的 对 应 边 的 交感 CCaCa 共 
线 ; 妈 平面 的 币 沙 格 定 型 成立. 


95. 五 点 确定 二 次 曲线 


本 节 讨 论 二 次 曲线 ({ 椭 园 、 双 曲线 、 扫 物 线 以 及 退化 的 情 
况 , 即 两 条 直线 } 的 一 个 重要 性 质 , 需要 一 点 解析 几何 的 知识 . 

大 家 知道 两 点 确定 一 条 直线 ,( 不 在 同 -条 直线 上 的 ) 三 
点 确定 一 个 四. 那么 ,元 个 点 确定 一 条 二 次 曲线 更 ? 

一 般 情况 下 ,五 点 确定 二 次 曲线 ,更 准确 些 说 : 

设 Pi(f 一 1,2,3,4,5) 为 尾 副 五 点 ; 则 必 有 一 条 二 次 曲线 
通过 这 五 点 .更 进一步 ，。 当 且 倪 当 五 坦 中 ,得 辐 点 都 不 共 钱 有 时， 
过 这 五 点 的 二 次 曲线 是 唯一 前 - 

首先 证 存在 性 . 设 直线 已 Pi PP, PP PP 的 方程 分 
草 为 

7 一 0 (i=1,2,3,4), WD 
其 中 EL<s3<4) 都 是 了 yy 的 一 次 式 . 则 二 次 曲线 
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lls—0 
与 
1274 一 -0 二 
都 过 五 ,所 一 1 .2,314)， 
因而 对 和 任意 实数 和 ,ji， 
A Asli C—O (dD 
也 都 是 过 上 述 四 点 的 曲线 . 
将 P: 的 坐标 代入 4), 可 解 得 一 组 不 全 为 9 的 为 ,A. 对 
这 样 交 为, 为, 由 是 过 上 述 五 个 点 的 二 次 曲线 ,除非 此 时 名 成 
为 恒等式 .对 这 种 情况 ,55 一 0( 即 11 一 0) 就 是 过 二 述 五 个 点 
的 二 次 曲线 . 
其 次 证 唯一 性 , 设 五 点 P(t1 所 i 信 5) 中 每 四 点 不 共 强 ,而 
过 这 五 点 有 两 条 二 次 曲 织 


f= C=],2}, ty 
其 中 广 都 是 Ty 的 二 次 式 ， 则 对 性 意 的 实数 加 和， 
A 二 加 ff 二 人 0 
也 过 上 述 五 点 ， 
不 外 将 直线 PP; 宇 作 二 轴 , 邯 它 的 方程 是 
3 一 个 (D 


在 工 转 上 也 一 个 与 上 述 五 点 不 同 的 点 已 ,适当 选取 如 ,入 
“即将 局 的 坐标 代 人 外 ; 解 出 一 组 Al ‘42) 可 使 曲线 加 过 QQ. 设 
这 时 将 会 yy 的 项 放 在 一 起 ;不 售 »》 的 项 效 在 一 起 , 妓 设 

hf y+ 
其 中 i 是 xz,y 的 一 次 式 ,Kz) 是 工 的 二 次 式 ， 
将 P; ,P,Q 的 坐标 依次 代 人 他 , 得 
Hx) =0 (=1,2,3), 
其 中 zx ,zx 分别 为 PP 的 横 坐 标 ，- 
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gtz) 是 工 的 二 次 多 项 式 , 地 有 3 个 不 同 的 根 , 所 以 必 有 
Kx) 恒 等 于 0; 从 而 
A f= yi. wm 
于 是 二 次 曲线 
Wo=—0 dD 
过 五 点 Pi(1 守 1 殷 5),y 二 0 或 1 一 0 中 必 有 一 个 过 其 中 三 点 ， 
男 一 个 过 其 余 两 点 . 不 芒 设 y= 二 0 这 其 中 三 不 (即将 过 三 点 的 
直线 取 作 y= 二 0) ,这 三 点 为 户 , 户 ;, 户 ,i 二 0 过 户 ,,P;; 而 且 可 
以 特 加 作为 . 广 二 0. 
重复 上 而 的 过 程 , 但 这 次 取 一 个 不 在 二 0 上 的 点 作为 
@. 这 时 得 出 的 曲线 加 过 Pi(l 寺 if5) 及 QQ. 并 且 由 于 y 一 0 过 
已 中 三 点 , 仍 有 一 次 式 了 使 
古方 十 妇 产 一 妈 ， 
及 而 w=0 
过 记 :(1fs5) 及 QQ. 因为 ?=0 过 PP,P, 不 过 驴 , 所 以 直 
线 玉 = 二 90 过户 ,Ps 及 总 .但 过 已 PP 的 直线 1 一 0 不 过 总 ,这 就 
导致 地 盾 . 矛盾 表明 过 五 点 上 只 有 一 条 二 次 揭 线 . 
通常 队 为 一 般 二 次 曲线 
ax: braytey: drti+eyt f=0 他 
有 6 个 条 数 aprcvaoe 拓 可 能 定 其 中 一 个 非 上 的 条 数 为 1， 
实际 上 只 有 5 个 参数 ,次 而 用 五 个 点 的 坐标 代入 好 ,得 二 五 个 
方程 ,可 以 定 出 其 他 五 全 大 数 , 但 这 种 说 法 似是而非 , 因为 下 
节 我 们 可 以 看 到 三 次 曲线 
ax' + br?y eary dy er tit fryt ey thrtiiyti=0 
下 
有 十 个 参数 , 却 不 能 由 九 个 点 确定 . 确定 它 需 要 十 个 点 . 
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96.。 帕斯卡 定理 和 的 证 明 


有 了 上 节 的 准备 ,我 们 可 以 证 明 帕 斯 卡 定 理 了 . 
情 用 图 2 及 其 中 的 记号 . 
设 直线 4 4 4444 44iaoaia 的 方程 依次 
为 
l=0 12.6)， (hh 
#1SE6) 都 是 xz,y 的 一 次 式 , 特别 地 ,一 %5 即 以 44 为 
z 轴 )， 


设 贺 的 方程 为 
f=0, 也 ) 
子 是 xy 的 二 次 式 ， 
设 直线 DE 的 方程 为 
7 一 0， 曲 
f 是 区 y 的 一 次 式 ， 
三 次 曲线 | 
一 全) 


最 然 通过 41<srs6) 及 万, 王 , 严 (因为 直线 站 0 过 4 点 ,所 
以 4 点 学 标 代 人 十 ,左边 为 0, 即 二 通过 4 )， 


“ 王 弄 ,三 次 曲线 
“ddde=0 @ 
也 通过 上 述 9 点 . ' 和 
三 次 曲线 
i!f=0 


通过 ACli 寺 6),D,E 八 点 . 如果 有 实数 为, 加 使 
00124815 十 ii 一 . 
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恒 成 立 , 那 么 全 也 通过 下 点. 由 于 国 不 过 五 ,所 以 图 过 五, 即 
也 ,五 ,下 三 点 共 线 . 殷 定 对 任意 实数 丸 ,入 ;加 不 成 立 : 不 成 为 
恒等式 ), 那 公 
Mllats tt Alalsts — LF — 0 
是 通过 志和 迄 ? 所 们 ,DE 八 个 点 的 三 次 曲线 . 
设 过 4: 444i,4e 政 五 五 点 的 二 次 曲线 为 吕 . 取 点 己 在 
T 轴 上 ;点 包 不 在 工 灿 及 如上 .特点 卫 ,: 人 @ 的 人 举 标 代入 加 ,得 
出 两 个 甘于 1 加 的 方程 , 解 出 让 ,加 . 对 这 样 的 为 ;机 ,人 @ 过 十 
个 点 :Oi 和 人 ,DD 上 ,P,Q. 
说 这 时 
Mdals tt Mtalde — tf = yt px), (8 
其 中 六 是 zz,y 的 二 深 式 ,qz} 是 工 的 三 次 式 .和 将 Ai,As,D,P 
坐标 分 别 代 人 他 ,得 
TLE (F123,4), {9 
其 中 (<j<<4) 为 上 述 四 点 的 模 从 标 . 由 于 yz) 是 二 的 三 
次 式 , 却 在 四 个 zi 让 为 0 所 以 必 有 Px) 恒 等 于 0, 即 


Mlatst Mlstle— lf = yh. Db 
yi=0 UP 

是 过 上 述 十 点 的 三 次 曲线 ,而 
=0 3 


则 是 过 其 中 六 点 : A ds A so 的 二 次 峰 比 . 但 过 有 AA;， 
4 4i,4i, 瑟 五 点 的 二 次 占线 是 唯一 的 , 即 沿 线 总 ,但 它 不 过 
r 三 。 这 一 政 盾 阁 明 必 有 A ;A 使 合成 为 重 等 式 ,从 而 直线 
i=0 
过 妃 , 玉 ) 玉 三 扩 ， 
我 们 实际 上 证 明了 以 下 定理 ， 
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设 三 次 赣 线 已 :Cs 有 9 个 公共 点 ,但 没有 无 限 多 个 公共 
点 ;如果 三 次 曲线 C， 通过 其 中 和 八 个 公共 点 , 忆 妈 已/ 也 通过 第 
九 沾 公共 点 - 

这 称 为 Caylay 一 Bacharach 定理 ， 

更 一 般 地 , 设 看 线 和 Ca 的 次 数 分 别 为 ,di; 有 dd; 个 
公共 点 ,但 没有 无 穷 多 个 公共 点 . 如 条 次 数 为 四 十 中 一 3 的 曲 
钱 Cs 过 其 中 的 dd; 一 1 个 公共 点 :那么 它 了 世 过 余下 的 一 个 公 
共 点 . 

上 面 的 定理 属于 代数 几何 .代数 几 柯 研究 代数 曲线 , 即 形 
如 

下 【一 个 
的 曲线 ,其 中 下 是 zc,y 的 多 项 式 - 通常 解析 几何 只 研究 二 次 
曲线 ,更 高 次 的 曲线 则 是 代数 几 柯 研究 的 内 容 . 

性 善 斯 定理 是 申 斯 卡 定理 的 特殊 情况 ,其 中 二 次 曲线 退 
化 为 两 条 直线. 上面 的 证 明 已 包括 这 种 捕 况 在 内 . 

大 家 还 厦 到 三 次 曲线 国 , 辐 及 更 一 般 的 

Adilstst Mlslts =0 
都 过 AOSi6),DD, 巨 ,下 ,所 以 九 个 点 不 能 确定 三 次 曲线 . 
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(十 ) 更 有 好 景 


97. 格 点 多 边 形 


组 合 几 和 何 ,; 茹 有 组 全 与 几何 的 特点 , 村 章 略 举 数 例 , 以 见 
一 斑 . 
间 具 为 1 的 水 平 线 与 间 曙 为 1 的 名 直线 组 成 平面 直角 举 
标 系 . 
在 平面 直 舶 坐标 系 中 ,水 平 线 与 馈 直 线 的 总 点 ;也 就 是 模 
坐标 与 纵 举 标 都 是 整数 的 点 称 为 差点 或 格 点 . 

项 点 公有 是 格 点 的 铭 边 形 称 为 格 点 多 边 形 . 

如 围 178, 如果 一 外 格 点 多 了 
边 形 的 边 都 不 是 平行 手 3# 轴 的 
合 直 线 , 也 都 和 趟 是 平行 于 工 轴 的 
水平 绕 , 证 明 在 这 个 多 这 形 内 部 
的 水 平 线段 的 和 特 好 等 于 铅 直 
钱 段 的 和 . 心 

设 这 些 水 平 线段 的 长 为 al， 
azs "vats 它们 将 这 个 格 点 铸 边 
形 分 成 CL 上 、 下 }) 两 个 三 角形 与 若干 个 梯形 . 三 角形 与 梯形 的 高 
都 是 1 ,因此 这 个 格 点 名 边 形 的 面积 


S$ 一 六 [ai 十 (al 十 az) 十 (as 十 as) 十 二 


图 178 


十 Ci 十 ae) 十 ex 冯 工 
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= a 人 Td 
即 水 平 线段 的 和 (在 数值 上 ) 愉 好 等 于 3. 
同 理 鱼 直线 跨 的 和 也 等 于 3. 
因此 结论 成 立 . 


38， 直线 的 条 数 


平面 上 有 nn 冰 直 线 , 每 条 直线 虱 好 与 其 余 nn 一 1 素 直 线 中 
的 ] 999 条 直线 查 况 . 率 呈 的 所 有 可 能 值 . 

本 题 的 第 一 步 是 将 m” 条 直线 分 类 :平行 的 直线 归于 同一 
类 . 设 共 分 为 & 类 . 

由 于 每 条 直线 怡 与 其 余 的 n 一 1 条 直线 中 的 1 999 条 直线 
相交 ,所 以 任意 去 掉 一 个 类 后 ,其余 的 一 1 个 类 共有 1 999 条 
直线 . 因此 ,每 个 类 中 含有 的 (互相 平行 的 ) 直 强 的 条 数 想 等. 
设 这 条 数 为 +, 则 

Ck—1)t—1 999. 

拭 为 1 999 是 质数 ,所 以 

下 一 1 一 1， + 一 1 999; 
或 下 一 1 一 1 999, 上 一 1 
于 是 直线 的 条 数 m 一 此 一 3 998 或 2 000. 


99. 两 人 请 弈 


下 面 有 是 一 个 两 人 人 博弈 的 问题 ; 

再 , 记 耳 人 轮流 将 平面 上 未 染色 的 点 染色 . 甲 每 次 特 1 个 
点 染 成 红色 ，, 志 壮 次 将 10 个 点 染 成 蓝 名 .如果 出 现 3 个 红 点 
构成 正三 角形 , 甲 就 获胜 . 外 先 染 , 问 祈 能 和 否 阻 挡 甲 取胜 ? 


+* 下 了 本 三 
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答案 是 乙 木 能 阻挡 甲 取胜 . 

在 甲 染 第 7 个 点 时 ,这 个 点 24; 与 前 面 的 红 点 Ai,(1 寺 1 起 
6) 可 作为 正三 角形 的 两 个 项 点 ,第 3 个 顶点 有 了 两 种 选择 (分别 
在 ArAi 的 两 侧 ). 这 样 , 可 与 前 面 的 两 个 红 点 台 在 一 起 组 或 正 
三 角形 的 红 点 就 有 

2X6 一 12>>10 

个 .区 此 忆 无 法 阻挡 甲 在 第 8 步 获 胜 . 

严格 说 来 ,上 面 的 证 明 还 有 点 毛病 : 

1， 甲 染 4; 后 ,所 成 12 个 正三 角形 Ai1A1B,, AAC(1 亏 
ts) 的 顶点 Bi CC 各 1 挝 68) ,是否 有 重合 的 ? 

不 难看 出 ,只 要 甲 在 同一 条 直 钱 上 取 4 4,… 4 所 产 
生 的 Bclsas6) 就 不 会 有 重合 的 . 

2， 上 述 12 个 点 BC S6) 中 ， 会 不 会 已 有 乙 染 过 
的 点 ( 艺 基 " 赛 诸 葛 ”, 料 事 则 和 神 , 已 
经 先 作 了 市 置 )? 


只 要 4; 取得 足够 远 ,就 可 以 避 AN 
开 乙 的 “至 似 ”, 我 们 可 以 设 第 ? 办 以 /A 量 
前 染 的 点 (有 限 多 个 ) 全 在 一 个 图 天 
内 ,圆心 为 口 ; 半 径 为 * 肘 179)., 取 
4 上 距 口 为 3R, 则 对 有 Is: 窒 的 有 

AB, —AA>OA—OA., . 


守 3R 一 尺 二 2R， 图 179 
从 而 OB,>A.B.—OA >2R— R=R. 
即 吾 ; 在 @O 外 ;不 会 与 乙 已 染 的 点 重合 . 同 理 Ci(l 志 i 所 6) 也 
不 会 与 乙 已 染 的 点 重合 . 


则 第 8 次 染色 时 , 便 可 取 短 胜利 . 
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不 难看 出 ,四 只 人 了 个 或 更 少 的 点 时 ,还 不 能 获 星 ， 

本 题 中 ,10 即使 换 成 更 大 的 数 , 如 10 000, 乙 仍 不 能 阻挡 
甲 获 斑 .因为 甲 染 第 个 点 时 ,下 产生 2 一 1) 个 “和 获 了 下 点 ” 
当 很 大 时 ,2{n 一 1) 大 于 10 000. 用 和 句 * 行 话 ? 来 说 ,获胜 点 的 
个 数 是 “一 阶 元 穷 大 ” ;而 乙 每 次 染 的 点 数 是 一 个 “常数 ”. 

有 人 从 第 一 次 .第 二 次 、…… 说 到 第 n 次 . 其 实 前 若干 次 
是 不 重要 的 ,不 是 关键 ,应 直接 讨论 第 7 了 次 .有 人 用 2C2 10n 
来 解 , 不 如 上 而 用 2tw 一 1) 汪 10 好 . 


100， 同 色 的 等 肋 三 角形 


将 平面 上 的 丫 案 上 红 , 访 、 黄 中 性 一 种 颜色 .不论 怎 样 米 ， 
证 明 总 有 一 个 等 胜 三 角形 三 个 顶点 同色 ， 

先 看 一 个 较 简 单 的 问题 ;将 平面 上 的 点 染 上 红 、 茧 两 种 颜 
色 中 的 在 一 种 .不论 怎 样 染 , 总 有 一 个 等 有 蚌 三 角形 三 个 顶点 同 
色 ， 

这 个 癌 题 不 难 . 先 任 取 一 点 口 ;不 表 设 口 为 红 点 ,以 口 为 
圆心 任 作 一 图 . 如 果 圆 上 有 两 个 红 点 , 娃 论 已 经 成 立 . 如果 图 
上 只有 一 个 红 点 ,那么 其 余 的 点 都 是 蓝 点 . 设 4, 瑟 是 图 上 的 
两 个 蓝 点 ,那么 4,8 将 图 分 成 两 个 弧 , 其 中 至 少 有 一 条 弧 的 
中 点 已 不 是 红 点 ,入 ABC 即 为 所 求 . 

另 一 种 证 法 是 考虑 一 个 正 五 边 形 . 五 个 便 点 中 必 有 三 个 
点 同色 ( 面 为 内 有 两 种 颜色 ), 而 这 三 点 又 构成 等 爵 三 角形 . 

现在 回 到 米 三 种 颜色 的 问题 . 将 上 而 的 两 种 解法 结合 过 
来 邯 可 ， 

上 持 硅 取 一 点 号 ,不 妨 设 口 为 红 点 ,以 吕 为 圆心 任 作 一 图 . 贺 
上 如 有 两 个 红 点 ;结论 已 经 成 立 . 设 圆 上 至 密 将 一 个 好 点 瑟 . ，， 


二 于 人 让 
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考虑 这 圆 的 内 接 正 五 边 形 , 可 以 设 五 个 顶点 都 不 是 红色 
《否则 绕 圆 心口 稍 作 旋转 ,使 项 点 都 不 是 红色 ), 这 五 点 中 必 
有 三 点 同色 ,而 这 三 点 区 构成 等 历 三 角形 . 


101. 折纸 穿 针 
在 一 张 答 形 扬 片上 有 一 些 墨 恋 : 
(a) 所 有 黑 点 共 线 1 


(hb) 因 上 起 共 3 全 ,不 共 线 
斌 将 纸 析 开交 , 折 闪 不 过 任何 黑 点 , 然后 用 一 棚 针 穿 过 所 有 时 
点 ,但 不 穿 过 任何 其 他 的 点 ， 

证 明 在 (al,(b) 两 种 情况 ,上 玉 折 纸 穿 针 的 要 求 必 能 成 
功 ， 

先 考 虑 情况 (a). 谈 是 点 都 在 直线 e 上 ,从 左 到 右 依次 为 
A A 又 度 4d4.41 的 垂直 平分 线 为 和 人 一 1 ， 二 0 
n—1}. 

语 乙 和 将 纸 对 折 , 使 4A; 蒂 在 4 上 而 . 青 将 上 市 的 纸 沿 二 
对 折 , 使 4: 落 在 4: 上 而 , 这 样 继续 下 去 .直至 将 上 面 的 纸 洁 
7 -对折 : 使 4. 落 在 4 :上面 - 然后 将 针 垂直 纸 面 穿 过 4。， 
已 。 

情况 4b) 较 为 复杂 . 设 三 个 黑 点 为 和 4BC 的 三 个 顶点 . 可 
以 假定 在 心 4BC 外 的 纸 片 部 分 非常 获 闪 ， 人 
指 浣 的 正 数 E. 否则 可 采取 如 下 步 检 : 


” 先 作 一 条 与 BC 平行 的 直线 B'C' ,与 BC 的 距离 为 (如 


面 180). 然后 将 纸 折 重 ,使 纸 的 市 口 落 到 BC 上 .再 折 重 一 
次 , 司 第 一 或 的 折 冲 落 玫 BC 上. 如 此 继续 二 去 ,每 次 使 上 
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一 次 的 扩 痕 落 到 号 CC 上 .这样 折 枉 若 干 次 后 , 纸 片 边缘 到 BC 
的 上 距 离 小 和 了 十 一 6 对 4B,4C 也 可 作 类 做 的 处 理 ， 


如 果 有 两 条 边 相 等 ,例如 有 B= 二 AC ,我 们 先 折 赫 一 欣 ( 图 
181). 如 果 折 六 iW BC,. 那 去 B,C 的 对 宙 点 B' ,号 满 是 
AB' 二 AC', 我 们 使 ! 稍 往 一 点 ;不 与 BC 平行 ,这 时 4B' 关 
AC' ,其 中 户 ,C' 分 别 为 B,C 关于 4 的 对 称 点 (可 以 严格 证 明 
如 下 : 设 BC 中 点 为 D;D 关于 i 的 对 称 点 为 D', 因为 i 不 与 
BC 平行 ,所 以 万 六 丰 与 BC 厄 直 ,不 妨 设 BDD' < 之 90°. 这 时 
及 与 吾 在 直线 DD' 的 两 和合. 人 B'D'D 一 LBDD'<90. 所 以 
AD' B180°— /ABD' D> 90°, 因此 AB' AC' ). 

由 于 纸 在 人 465C 外 的 部 分 很 窑 ， 

所 织品 ,C 都 不 在 纸 上 ， Ke 
此 外 ， 以 4 为 圆心 ,BC 为 半径 必 
圆 . 只 要 /很 接近 BC ,就 可 出 使 B',C' 
邦人 不 在 图 上 上 . 这 样 AB8'， A 
所 全 
“ 手 是 ,总 可 以 很 定 人 4BC 的 边 两 2 四 
两 木 等 , 设 4B 六 AC=BC.. 旭 图 182，: :图 1 内 
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先河 BC 的 中 和 春 线 7 折 闪 使 BB 与 忆 重合 , 因为 4 一 4C 与 
4B 相交 于 48 内 部 一 点 3. 由 于 纸 在 三 角形 外 的 部 分 很 竣 ， 
所 以 A 不 与 其 他 点 重 右 . 再 河 AC 的 中 重 线 折 友 ;使 忆 与 A 
重合 . 然后 用 针 牌 填 于 纸 耐 , 穿 过 ,BB,A4 二 点 . 


102， 先 猜 后 证 


确定 平面 上 所 有 至 上 少 包 售 三 个 点 的 有 限 点 全 号, 它们 满 
是 下 术 亲 忻 : oe 
对 于 3 中 任 郑 两 个 互 不 相同 的 点 4, 如 ;线段 AB 的 重 直 
平分 线 定 六 的 一 个 对 称 灿 ， 
我 们 先 犹 一 下 SS 可 以 是 和 什么 样 的 点 集 ， 
显然 正三 角形 的 三 个 顶点 组 成 的 集 符合 要 求 , 正方 形 的 
顶点 组 碾 的 集 世 符合 要 求 . 更 一 船 地 , 正 zfta 闻 3 和 边 形 的 = 个 
项目 组 成 的 集 符 会 要求. - 
反 过 来 ,我 们 希望 符合 要 求 的 点 集 9 只 有 上 述 几 种 情 
钢 , 即 设 9 有 本 边 
形 的 预感 
正 x 边 形 内 接 于 图 . 我 们 先 来 证 明 3S 的 n Ta 
关心 在 哪里 鼎 ? . 
关心 当然 是 与 这 空 点 有 淆 的 点 .与 # 点 大 类 装点 中 ， 最 简 
单 最 常见 的 一 个 就 是 谤 个 点 的 重心 . 设 G 为 这 "个 点 的 台 
心 . 对 翌 申 住 两 点 4 五 ,要 证 明 
GA=—GB. . 全 
活 于 线 县 4B 的 工 直 平分 终 作 对 称 , 由 5 铀 是 的 条 忻 , 经 
过 这 一 对 称 ,S 变 为 自身, 凤 而 重心 它 人 天 妇 在 
4 的 地 家 平分 线 上 . 所 以 中 成 立 ，， : 
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于 是 S 中 的 所 有 点 Als A 都 在 一 个 以 G 为 图 心 
的 圆 上 ;它们 构成 一 个 可 1 边 找 了 dd 
关于 4:4; 的 对 称 轴 作对 称 ,S 不 变 ， 所 以 A; 一 定 变 为 


自身 ， 则 A 是 444, 的 中 点 . 同 理 ，A, 是 4;_14,4; 的 中 点 
人 一 1，2，， 2，4+ 一 4 因此 = 地形 A14,-…A, 是 正 
4 了 边 拱 ， 

解决 本 题 的 关键 是 “ 猜 ” 大 胆 地 猜 , 先 鳍 出 S 必 由 正 * 
边 形 的 项 点 组 上 成， 再 猜 出 这 正 n 边 形 的 内 接 姻 陆 心 是 它们 
的 重心 大胆 假 设 ， 小 心 求证 ， 是 科学 研究 的 重要 方 
法 ， | 


103. 趾 离 为 有 理 数 


平 碳 上 症 否 有 无 穷 多 个 虚 ,两 两 的 距离 都 是 有 理 教 ? 

问题 太 容 易 了 ! 一 条 数 轴 上 的 整 点 ;两 两 的 距离 都 是 整 
数 1 

上 表 加 上 一 点 限制 就 不 穿 易 了 ， 

平面 上 是 和 否 有 一 小 无 穷 点 全 ， 无 三 点 共 恕 ,并 生性 两 点 之 
间 的 焉 高 都 是 有 理 教 ? 

录音 兵 杰 求 这 些 点 不 全 共 线 ,问题 还 比较 容易 . 现在 要 求 
每 莹 战 都 在 共 线 ,这 就 困难 雪 了 . 8 

. 程 促 要 求 每 三 点 不 共 线 , 倒 也 不 难 合 到 : 任 取 一 条 二 次 曲 

线 ,最 简单 当然 是 一 个 加 , 任 一 条 直线 与 网 (或 二 次 曲线 ?至 多 
有 2 个 公共 点 ,所 以 加 (二 次 曲线 } 上 每 三 点 不 共 带 . 

因此 ,我 酝 可 以 先 作 一 个 半 和 构 为 革 的 国 , 然 后 设法 在 图 上 
找 距 离 为 有 理 数 的 点 . 

不 妨 设 圆心 为 原点 心 , 单位 山 土 的 点 4, 溪 标 者 现 贡 写成 
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《cosazysl ia 的 形式 ,其 中 = 是 吃 4 

与 工 轴 王 方向 所 成 的 角 { 图 183)， 
于 是 加 上 任 两 点 44(cosa， 

sina) ;BlcosprsinP) 之 则 的 距离 是 


双 旦 一 2cos 人， {DD 


I 
A 
pn 
nn 
| 
LR 
六 
十 
S| 
十 
3 
mslR 
2 
3 
bm 
己 


p11—r’ .BB 2 
同样 , 取 cos 到 二 本 下 瑟 "那么 1N 二 了 因此 当 ssf 以 
有 理 数 时 ,4B 是 有 理 数 . 
于 是 ， 在 单位 哆 王 取 无 窃 客 个 点 (cosa，sine)， 其 中 


多 = 了 和 ,为 有 理 数 ,那么 这 些 点 无 三 点 共 线 ,并 且 每 


两 点 之 间 的 距离 是 有 理 数 . 

热 悉 反 演 的 人 ,不 难看 出 ,如 果 以 叫 D 上 一 点 (例如 晤 O 
与 y 轴 的 交点 卫 ) 为 反 演 中 心 ,2 为 反 演 半径 作 反 演 , 那 么 上 
而 人 GQ 上 的 点 变 成 一 条 直线 (过 y 轴 与 OO 的 另 一 交点 Q@, 并 
且 与 包 心 相 切 的 直线 ?上 的 一 些 有 理 点 ， 


104， 覆 盖 


.. 笠 面 上 有 一 个 半径 为 1 的 辐 肥 一 些 带 形 . 说 形 印 两 条 平 
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本 直线 所 下 的 图 形 , 平 行 线 称 为 带 形 交 廊 ,平行 线 前 距离 称 汶 
带 形 的 宽 . 

如 果 这 些 带 形 的 寅 的 和 为 100, 证 明 可 将 这 些 带 形 平 移 ， 
快 得 圈 被 它们 完全 稚 商 . 

注意 :这些 带 形 不 都 是 平行 的 ,否则 就 太 容 易 了 (只 要 宽 
的 和 之 2 怠 可 以 覆盖 了 ). 

我 们 可 以 证 明 稍 强 一 点 的 寻 论 : 一 个 边 长 为 2 的 让 方形 
《包括 边界 下 内 部 ) ,可 以 被 这 些 带 形 5 经 过 平移 ) 完 全 覆盖 . 

首先 , 带 形 的 宽 中 如 果 有 有 222 的 ,结论 显然 成 立 , 因 
此 ,我 们 设 带 形 的 宽 都 二 2 x 2 . 

不 奶 设 正方 形 的 一 边 与 工 轴 平 行 , 坟 一 边 与 y 轴 平 行 ， 
将 带 形 分 为 两 类 ,一 类 边 的 斜率 守 0, 坟 一 类 边 的 斜率 二 0. ( 余 
率 为 0 的 可 放 在 任 一 类 ). 不 芒 设 第 一 类 的 宽 的 和 2 一 一 
50, 

将 第 一 类 的 带 形 按 斜 率 从 大 到 小 的 次 序 排 成 1; 工 ，*…… 
《斜率 相同 的 可 以 合成 一 个 )， 

如 图 184, 先 用 5 去 盖 , 盖 性 正 是 
方形 A4BCD 的 右上 角 站 及 AB 上 
的 4A1. 再 用 LL; 间 住 4B 上 的 
亲 | 太 ,直至 瘟 到 大 下 舶 B 及 
BC 上 的 BB,. 再 继续 盖 BC 上 的 
5，…… 带 形 依次 去 覆盖 , 正方形 “ 
的 边 则 依 4 一 五 一 和 -> 万 一 4 的 顺 
序 , 一 段 接 一 段 地 被 带 形 征 盖 . 因为 4 
进 上 被 带 形 盖 住 的 线段 不 小 于 带 形 的 宽 , 只 有 在 顶点 处 可 能 
“浪费 "一 个 带 形 , 所 以 可 盖 正 方形 的 整个 局 长 最 和 圭 圳 宽 的 和 为 


" 182 +* 


欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
http://maths352. bokee. com 


4Xt2 十 2 2)<20., 

远 小 于 50, 所 以 这 些 带 形 槛 盖 正 方形 4BCD 的 周 长 息 忽 有 
余 . 

对 于 正方 形 ABCD 内 任 一 点 五 
过 鼎 必 AB 的 平行 线 交 BC 于 二 , 交 
AD 于 玉 ( 图 185). 

盖 住 下] 的 带 形 ,在 EF 土 芋 住 一 
段 Es, 接 下 去 的 带 形 也 在 EF 上 寺 盖 
住 一 自 . 由 于 它 的 斜率 比 前 一 个 小 ,所 
以 五 * 必 在 这 个 带 形 内 部 .于 是 这 两 个 
带 形 盖 住 EF 上 的 一 段 EE3. 如 此 继 1 
续 下 去 ,这 些 带 形 盖 住 EF 上 的 一 段 { 没 有 空 泪 }. 当 带 形 盖 
住 五 时 ,这 些 带 形 ( 从 盖 住 五 ; 的 直到 这 个 盖 住 互 的 ) 已 经 将 
整个 吾 下 完全 盖 住 ,当然 也 盖 住 了 匹 点 . 

因此 正方 形 ABCD 被 这 些 带 形 完 全 覆盖 
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(十 一 ) 在 前 头 


105， 间 题 征 解 ( 一 ) 


一 本 书 ， 庶 当 留 几 个 问题 供 人 思考 . 

下 面 一 道 问 题 , 征 求 读者 的 解 
管 . 

在 六 ABC 下 ,OO 5 CA,AB 
相 切 ,名 Os 与 @O, 及 AB,BC 相 a 
彻 ; 中 Os 与 加 DO;: 及 BC,CA 相 斯 ， | 、) 3 
ODO 与 Os 及 CA.AB 相 基 ,加 〇 ， EA 
与 加 口 , 及 AB, BC 相 其 ,局 四 与 
ODO; 及 BC,CA 相 切 . 求证， 名 加 186 
与 怠 口 | 相 切 . 


106. 问题 征 解 (二 ) 


对 于 一 个 图 形 让, 如果 能 作 一 条 与 下 无 公共 点 的 直线 ， 
使 下 分 成 两 个 部 分 ,分 别 在 这 条 直线 的 两 侧 , 那 么 下 就 称 为 
可 分 澡 的 ;否则 就 称 为 不 可 分 离 的 . 

柄 如 下 由 两 个 外 次 的 圈 组 成 ,那么 FF 就 是 可 以 分 元 的 . 
而 当下 由 两 个 相交 的 加 组 成 时 ,FF 是 不 可 分 离 的 . 

注意 在 FF 由 三 个 药 两 外 离 的 圆 组 成 时 ,F 不 一 定 是 可 以 
分 离 的 .图 187 中 三 个 圆 两 次 外 离 , 但 它们 组 成 的 图 形 却 是 不 
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可 分 离 的 ， 
已 知 叶 外 半 私 分别 为 isrzr…， 
r 的 因 不 可 分 离 , 证 明 这 些 辐 可 用 


一 个 半 和 猎 为 
十 rz 十 十 


的 图 敌 益 . 

本 题 曾 在 ¢ 数 学 通讯 上 征 解 包 
年 ,未 得 到 正确 的 符 案 .很 案 人 认为 
2 个 辆 不 可 分 离 , 则 去 掉 一 个 圆 后 仍 不 可 分 离 . 这 是 不 对 的 . 
187 即 表 明 去 掉 一 个 贺 后 , 剩 下 的 翻 有 可 能 是 可 以 分 离 的 . 

在 LL，Fejyes Taeth 的 和 名著 《Lagerungen in der Ebene, auf 
der Kugel und im Raum (Springer_ Verlag， 1953) 中 就 有 有 这 
个 问题 , 癌 惜 国内 很 少 有 人 克 过 这 本 书 . 
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